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摘要 本文阐述近年发展起来的变指数鞅空间理论中的若干问题, 分别就可数生成 σ- 代数序列和一

般 σ- 代数序列两种情形介绍了此类鞅空间中的基本不等式, 包括 Doob 极大不等式和 Burkholder-

Gundy-Davis 不等式, 以及各种类型的 Hardy 鞅空间和 Lorentz-Hardy 鞅空间. 列举这些空间的相互

连续嵌入关系以及原子分解、共轭空间、分数次积分及其在二进 Fourier 分析中的应用. 同时还介绍

Musielak-Orlicz 鞅空间的有关情形. 最后提出研究中的一些公开问题.
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1 引言

变指数函数空间理论及其应用应该说是分析数学中崭新的分支, 尽管它的概念被确定得很早, 但

是其蓬勃的发展还只是最近十几年的事. 一个在 Rn 上满足条件∫
Rn

Φ(x, u(x))dx < ∞

的可测函数 u的集合称为模空间,其中 Φ是满足一定条件的二元可测函数. 20世纪 30年代初 Orlicz [1]

给出了这个定义. 如果 Φ(x, u(x)) = |u(x)|p(x), 这里 p(x) 是某个事先给定的正可测函数, 则所得到的

空间就是变指数 Lebesgue 空间 (参见文献 [2], 本节所涉及的概念与记号, 其意义详见下节), 记为

Lp(x)(Rn), 它是模空间的特殊情形. 在以后的年代里对于一般模空间的研究进展并不大, 只是在本次

千禧年的前后事情才有了转机, 这得益于变指数空间在其应用方面的进展. 例如, 20 世纪 90 年代, 德

国数学家 Ružička [3] 研究了电流学中的一些问题, 其中涉及下面泛函的极值:

I(u) =

∫
Rn

|u(x)|p(x)dx, ∀u ∈ K,
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这里 K 是某个可测函数的集合.事实证明,变指数空间主要与具有非标准局部增长条件的各种问题相

联系. 在此条件下的流体力学、非线性弹性理论、大气环流问题 (天气预报) 和图像恢复等的数学模型

中就常常导致变指数的极值问题、变分问题和变系数的微分算子等.

在空间理论方面, 1991 年 Kováčik 和 Ràkosnik [4] 及 2001 年 Fan 和 Zhao [5] 等分别研究了在 Rn

上定义的变指数 Lebesgue 空间和 Sobolev 空间的基本属性与不等式, 包括 Hölder 不等式、空间完备

性、等价范数、稠密性、可分性、共轭空间和自反性等,并且考察了它们在微分方程边值问题、Lagrange

函数的正则性、含有 p(x)-Laplace算子方程的极值原理和变指数 Sobolev空间的嵌入定理等问题中的

应用. 这些研究为变指数函数空间理论的发展及其应用提供了可靠的基础.

关于变指数 Lebesgue 空间 Lp(x)(Rn) 上极大算子有界性的研究是变指数调和分析理论发展的关

键.先是已经知道卷积算子 f ∗g 在一般变指数空间上不再是有界的,即变指数的 Young不等式一般不

再成立. Lerner [6] 甚至证明了 Young 不等式成立当且仅当指数 p(x) 为常数. Samko [7] 发现了当 p(x)

具有 log-Hölder 连续性时, 卷积 f ∗ ϕε 点态并且以空间范数收敛于 f , 这里 ϕε 是逼近单位. 这导致了

对于 Hardy-Littlewood 极大算子 M 在 Lp(x)(Rn) 上有界性的研究. 所谓 p(x) 具有 log-Hölder 连续性

是指

|p(x)− p(y)| 6 C

− log |x− y|
, |x− y| < 1

2
,

|p(x)− p∞| 6 C

log(e + |x|)
, |x| ≫ 0,

其中 p∞ 是某个常数. 之后, Diening [8]、Cruz-Uribe 等 [9] 和 Nekvinda [10] 等先后完善了在 p(x) 满足

log-Hölder 连续性的条件下, M 是 Lp(x)(Rn) 上有界算子的证明.

在极大算子有界性的条件被确定之后,变指数函数空间在包括理论和应用的更加广阔的领域里开

始向纵深快速发展,相关研究成果日新月异.在涉及函数空间理论、调和分析、偏微分方程理论以及与

流体力学等有关的问题中都有很好的结果.时至今日,有关变指数 Lebesgue空间及其应用的研究已经

有了相当丰富的内容和一定雏形的理论体系. 当然, 仍有许多经典理论中的问题没有相应的类比, 一

些公开问题仍有待解决. 这方面较为详细的介绍可参见文献 [11, 12], 另参见文献 [13–16].

众所周知, 鞅论与调和分析理论的关系十分密切. 鞅空间理论是调和分析、随机过程理论与泛函

分析结合的产物. 把经典鞅论与经典函数空间理论进行比较, 我们会发现经典函数空间理论中的主要

成果, 如 L1 与 BMO 的对偶、Hp 空间的原子分解、许多算子之间的 Φ 不等式、内插理论甚至 Ap 权

与加权理论等大多已经在鞅论中有了令人满意的对应 (参见文献 [17–20]). 反过来, 鞅论的思想方法也

被广泛地应用到调和分析中, 二者相互交融、相互渗透.从某种意义上可以说, 鞅空间理论就是概率空

间上的调和分析. 鞅论的技巧还被应用于数学的其他很多分支, 从随机过程到随机分析, 从 Banach 空

间几何学到数理金融, 从信息论到生物数学等, 形成一个庞大的体系. 总之, 无论作为理论还是技巧方

法, 鞅论都有重要的研究价值.

带着鞅论与函数空间理论这种彼此融汇、相互促进的关系反观变指数鞅空间理论与变指数函数

空间理论的发展状况, 我们会发现两者明显的差异. 究其原因, 一个基本的事实在于: 一般的函数空间

中的元素是定义在既具有线性结构又具有拓扑结构的 Euclid空间 Rn 上的函数,而鞅空间中的元素却

是定义在两者都不具备的概率空间之上的, 仅有一个 σ- 代数流可供利用. 所以要证明类似的结果所

使用的工具与方法都有很大不同. 在变指数情形, 这一点表现得更加明显. 这里不妨略举几个变指数

函数空间与经典鞅空间中的基本工具不再适用于变指数鞅空间的事实:

(1) 变指数函数空间中关于指数 p(x) 的 log-Hölder 连续性在概率空间上无从定义.
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(2) 在经典函数空间与鞅空间中成立 Jensen 不等式, 它导致在经典鞅论中条件期望算子的压缩性

与鞅序列按 Lp 范数的单调性. 对于变指数 p(x), Jensen 不等式不再成立. 因此对于一般变指数空间

中的鞅, 它们失去了这些优越特性.

(3) 在经典函数空间与鞅空间中成立范数的分布函数表达式. 它在证明一系列不等式的时候是十

分方便的工具, 例如, 在一系列由好 λ 不等式导出范数不等式的证明中就是如此. 现在对于变指数情

形, 此表达式不再好用, 如果不是完全没用的话.

(4) 变指数空间不再是重排不变的.

还可以举出一些. 由于这些非常基础的条件和工具不具备, 为新空间的研究造成了很大障碍, 以

至于至今一般情形下 Doob 极大算子有界性的充分必要条件仍是未决的. 由此可知, 变指数鞅空间的

研究方法与最终形态既与变指数函数空间不同, 也与经典鞅论不同, 需要另辟蹊径.

其实, 在关于变指数函数空间研究的同时, 变指数鞅空间也受到人们的关注. 考虑在概率空间

(Ω,Σ,P) 上定义的鞅 f = (fn) (= (fn,Σn)n>0), 2009 年 Aoyama [21] 试图得到变指数 Lebesgue 鞅空间

中弱型和强型 Doob 极大不等式成立的条件. 其中证明了当 p 满足对于每个停时 τ 成立

1

p
6 CE

(
1

p

∣∣∣∣Στ

)
(1.1)

时, Doob 极大函数 Mf 满足弱型不等式

P(Mf > λ) 6 CE

∣∣∣∣f∞λ
∣∣∣∣p, ∀λ > 0, (1.2)

这里 f = (fn)是一致可积鞅, f∞ 是 fn 的点态极限, C 是仅与 p有关的常数;当 p关于每个 Σn (n > 0)

都可测时,强型极大不等式成立. 不难看出,无论对于弱型还是强型不等式,这些条件都太强. 2013年,

Nakai和 Sadasue [22] 运用乘子方法证明了 Doob极大算子 M 在加权 Lp(·) 空间上是有界的,条件是每

个 Σn 是由至多可数多个原子生成的, σ-代数族是正则的并且 1 < p− 6 p+ < ∞,此外权函数属于 Ap.

近年来,国内鞅空间理论研究者对于变指数鞅论予以高度重视并且进行了多方面的研究. 2016年,

Jiao 等 [23] 就可数生成 σ- 代数的情形提出了一种关于指数 p 的限制性条件

P(A)p
−(A)−p+(A) 6 Cp, ∀A ∈

∪
A(Σn) (1.3)

以代替函数空间情形的 log-Hölder连续性,成功地证明了此种情形下的 Doob弱型与强型极大不等式.

同时通过原子型空间与相应空间的等价性建立了几类变指数鞅空间的原子分解定理及相互连续嵌入

关系. 作为应用, 证明了变指数鞅空间的 John-Nirenberg 定理, 给出了一类小指数空间的共轭, 证明了

关于鞅的分数次积分算子的有界性 (参见文献 [24, 25]). 事实证明, (1.3) 在由可数原子生成的 σ- 代数

情形是十分重要的条件. 进一步地, 他们还开发了关于变指数 Lorentz-Hardy 和 Musielak-Orlicz 等类

型鞅空间的不等式及其在二进 Fourier 分析中应用的研究, 得到了丰富的结果.

众所周知,在经典鞅论中, Burkholder-Gundy-Davis (B-G-D)不等式和 Doob极大不等式是两个起

着重要支柱作用的不等式. 近年来, 作者开展了对于一般 σ- 代数序列情形下变指数鞅的 B-G-D 不等

式和强弱型 Doob极大不等式的研究.首先通过推广关于随机序列的 Dellacherie定理我们得到了包括

B-G-D 不等式在内的一系列著名不等式的变指数类比 (参见文献 [26]). 对于 Doob 不等式, 文献 [27]

给出了不等式 (1.2) 的最优系数 (无需条件 (1.1)). 在条件期望算子族 (Eτ )τ∈T 一致有界

∥Eτu∥p(·) 6 Cp∥u∥p(·), ∀u ∈ Lp(·) (1.4)
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条件下, 证明了另一类弱型 Doob 极大不等式 ∥Mf∥ωLp(·) 6 Cp∥f∞∥p(·), ∀ f = (fn). 同样在条件 (1.4)

之下, 援用文献 [28] 的方法, 我们还证明了不等式 ∥Mf∥εp(·) 6 Cp∥f∞∥p(·), ∀ f = (fn), 这里 0 < ε < 1

是任一实数. 事实证明, (1.4) 对于建立一般 σ- 代数情形下变指数鞅的 Doob 极大不等式具有重要性.

本文余下内容安排如下: 第 2 节介绍预备知识之后, 第 3 节着重叙述在可数生成 σ- 代数情形下

变指数鞅 Lebesgue空间与 Hardy空间的有关结论.第 4节叙述一般 σ-代数情形下变指数鞅与 B-G-D

不等式有关的结论. 第 5 节叙述一般 σ- 代数情形下变指数鞅强弱型 Doob 极大不等式. 第 6 节叙述

变指数鞅的 Lorentz-Hardy 空间及其在二进 Fourier 分析中的应用. 第 7 节介绍 Musielak-Orlicz 鞅空

间的若干不等式. 最后一节提出变指数鞅空间理论研究中的几个公开问题.

尽管关于变指数鞅空间的研究已有不少成果, 但就总体而言, 由于高度的概括性和在许多实践领

域的广泛应用, 其理论和应用的研究仍具有巨大的发展空间, 新的结果会不断涌现. 本文目的仅在于

对一些成果做一点梳理, 篇幅所限不可能企求全面覆盖.

2 预备知识

设 (Ω,Σ,P)是完备概率空间, L0
+(Ω)是 (Ω,Σ,P)上正的可测函数的全体,其中的每个元称为变指

数. 对于 p ∈ L0
+(Ω), 记 Ω∞ = {ω ∈ Ω : p(ω) = ∞}, 随机变量 (可测函数) u 的模是

ρp(·)(u) =

∫
Ω\Ω∞

|u(ω)|p(ω)dP + ess sup
ω∈Ω∞

|u(ω)|,

(Ω,Σ,P) 上的变指数 Lebesgue 空间及其上的范数分别是

Lp(·) = {u : ∃ γ > 0, ρp(·)(γu) < ∞},

∥u∥p(·) (= ∥u∥Lp(·)) = inf

{
γ > 0 : ρp(·)

(
u

γ

)
6 1

}
, ∀u ∈ Lp(·).

Lp(·) 是一个拟 Banach 空间, 当 p(ω) > 1 时是 Banach 空间. 有时候会考虑满足

∥u∥ωLp(·) = sup
λ>0

λ∥χ|u|>λ∥p(·)

的随机变量全体, 记为 ωLp(·), ωLp(·) 也是拟 Banach 空间. 当 p(ω) > 1 时, Lp(·) ⊂ ωLp(·). 对于

p ∈ L0
+(Ω), A ∈ Σ, 记

p−A = ess inf
ω∈A

p(ω), p+A = ess sup
ω∈A

p(ω),

分别称其为 p 在 A 上的下指数和上指数. 特别地, 记 p− = p−Ω , p
+ = p+Ω , p

′ = p
p−1 是 p 的共轭指数.

此外, 为了方便, 记 P = {p ∈ L0
+(Ω), 0 < p− 6 p+ < ∞}.

以下引理参见文献 [4, 5] 或 [11, 12].

引理 2.1 设 p ∈ P, p− > 1, 则

∥u∥p
+

p(·) 6 ρp(·)(u) 6 ∥u∥p
−

p(·), 若 ∥u∥p(·) 6 1,

∥u∥p
−

p(·) 6 ρp(·)(u) 6 ∥u∥p
+

p(·), 若 ∥u∥p(·) > 1.
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引理 2.2 若 p, q ∈ P, 1
r = 1

p + 1
q , 则存在 C > 0 使得

∥u∥r(·) 6 C∥u∥p(·)∥v∥q(·), ∀u ∈ Lp(·), v ∈ Lq(·).

引理 2.3 若 p, q ∈ P, 则 Lp(·) ⊂ Lq(·) 当且仅当 q(·) 6 p(·) a.e., 在此情形下,

∥u∥q(·) 6 2∥u∥p(·), ∀u ∈ Lp(·).

引理 2.4 若 p ∈ P, p− > 1, 则

∥u∥p(·) 6 sup
∥v∥p′(·)61

|Euv| 6 2∥u∥p(·), ∀u ∈ Lp(·).

引理 2.5 若 p ∈ P, 0 < s < ∞, sp− > 1, 则

∥|u|s∥p(·) = ∥u∥ssp(·).

设 (Σn)n>0 是 Σ中的递增子 σ-代数序列, E是期望, En 是关于 Σn 的条件期望. 对于鞅 f = (fn),

称序列 dfn = fn − fn−1 (n > 0) 是 f 的鞅差, 其中 f−1 ≡ 0, Σ−1 = {∅,Ω}. f 的极大函数、均方函数和
条件均方函数分别记为

Mf (= f∗) = sup
n>0

|fn|, S(f) =

( ∞∑
n=0

|dfn|2
) 1

2

, s(f) =

( ∞∑
n=0

En−1|dfn|2
) 1

2

.

变指数的 Lebesgue 鞅空间 Lp(·) 与 Hardy 鞅空间 H∗
p(·)、H

S
p(·) 和 Hs

p(·) 分别定义为

Lp(·) = {f = (fn) : ∥f∥p(·) = sup ∥fn∥p(·) < ∞}, H∗
p(·) = {f = (fn) : ∥f∥H∗

p(·)
= ∥f∗∥p(·) < ∞},

HS
p(·) = {f = (fn) : ∥f∥HS

p(·)
= ∥S(f)∥p(·) < ∞}, Hs

p(·) = {f = (fn) : ∥f∥Hs
p(·)

= ∥s(f)∥p(·) < ∞}.

设有非负单增适应序列 λ = (λn), λ∞ = limn→∞ λn, Λ 是满足 λ∞ ∈ Lp(·) 的此种序列的全体. 定义

Qp(·) =
{
f = (fn) : ∃λ ∈ Λ, Sn(f) 6 λn−1, ∥f∥Qp(·) = sup

λ∈Λ
∥λ∞∥p(·) < ∞

}
,

Dp(·) =
{
f = (fn) : ∃λ ∈ Λ, |fn| 6 λn−1, ∥f∥Dp(·) = sup

λ∈Λ
∥λ∞∥p(·) < ∞

}
,

这些空间在 1 6 p− 6 p+ < ∞ 情形都是 Banach 空间, 在 0 < p− 6 p+ < ∞ 情形是拟 Banach 空间.

关于 σ- 代数序列 (Σn)n>0 的停时全体记为 T . 称可测函数 a 是一个 (1, p,∞) 原子, 如果存在停

时 τ ∈ T , 使得

(1) E(a | Στ ) = 0, ∀n 6 τ ;

(2) ∥s(a)∥∞ 6 ∥χτ<∞∥−1
p(·).

将 (2) 中的 s(a) 换为 S(a) 或 Ma, 则分别称其为 (2, p,∞) 原子或 (3, p,∞) 原子.

称 σ- 代数序列 (Σn)n>0 是正则的 [29], 若存在 R > 0 使得对于每个与之适应的非负鞅, 成立

fn 6 Rfn−1, n > 0.

字母 C 总是代表一个常数, Cp 代表仅与 p 有关的常数, 其余类推. 不过它们每一次出现时可能

代表不同的值. 记号 A . B 表示存在 C > 0 使得 A 6 CB, A ≈ B 表示 A . B 并且 B . A.
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3 可数生成 σ-σ-σ- 代数情形: Hardy 空间

本节叙述在可数生成 σ-代数情形下的 Doob极大不等式、Hardy空间的原子分解及其应用,以及

各类空间的连续嵌入. 首先, 文献 [23] 证明了弱型极大不等式.

定理 3.1 设 p ∈ P, p− > 1, f = (fn) 是 Lp(·) 有界鞅 (supn>0 ∥fn∥p(·) < ∞), 则

P(Mf > λ) 6 Cp

∫
Ω

∣∣∣∣f∞λ
∣∣∣∣pdP, ∀λ > 0.

相对于可数生成的 σ- 代数, 函数关于它的条件期望具有显式表达. 例如, 设 Fn 是由至多可数多

个原子生成的, 记其原子集合为 Dn = {An
j }j>1, Fn = σ(Dn). 此时对于每个可积函数 f , 有

E(f | Fn) =

∞∑
j=1

(
1

P(An
j )

∫
An

j

fdP

)
χAn

j
.

借助于这一显式表达, 文章给出了强型 Doob 极大算子的有界性估计.

定理 3.2 设 p ∈ P 满足条件 (1.3), p− > 1, (Fn)n>0 是可数生成 σ- 代数, 则存在常数 Cp > 0,

使得

∥Mf∥p(·) 6 Cp∥f∥p(·), ∀ f = (fn).

条件 (1.3) 在其证明中起到关键作用. 文献 [23] 中关于条件 (1.3) 属性的讨论很有意义.

定理 3.3 设 p ∈ P 满足条件 (1.3), 则

(1) 1
p 满足条件 (1.3);

(2) p′ 满足条件 (1.3);

(3) 若 q 也满足条件 (1.3), 则 p+ q 满足条件 (1.3);

(4) 若 q 也满足条件 (1.3), 1
r = 1

p + 1
q , 则 r 满足条件 (1.3).

定理 3.4 设 p, q ∈ P 满足条件 (1.3), 则

(1) P(B)
1

p
−
B ≈ P(B)

1

p
+
B ≈ ∥χB∥p(·), ∀B ∈ Σ;

(2) 若 p− > 1, 则 P(B) ≈ ∥χB∥p(·)∥χB∥p′(·), ∀B ∈ Σ;

(3) 若 1
r = 1

p + 1
q , 则 ∥χB∥r(·) ≈ ∥χB∥p(·)∥χB∥q(·), ∀B ∈ Σ.

借助于上述定理和原子分解 (稍后叙述), 文章给出了它的若干应用. 定义变指数有界平均震荡空

间 BMOp(·) 是满足下面条件的鞅 f = (fn) 的全体:

∥f∥BMOp(·) = sup
τ∈T

∥f − fτ−1∥p(·)
∥χτ<∞∥p(·)

< ∞.

定理 3.5 设 p ∈ P 满足条件 (1.3), p− > 1, 则存在常数 C1, C2 > 0, 使得对任意 f ∈ BMO1, 有

∥χ{τ<∞}
∩
{f−fτ−1>t}∥p(·) 6 C1e

− C2t

∥f∥BMO1 ∥χτ<∞∥p(·), ∀ τ ∈ T , t > 0.

在此基础上, 文献 [23] 证明了著名的 John-Nirenberg 定理的变指数形式.

定理 3.6 设 p ∈ P 满足条件 (1.3), p− > 1, 则

∥f∥BMOp(·) ≈ ∥f∥BMO1 , ∀ f = (fn).
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设 1
α ∈ L0

+(Ω) 并且 1 6 q < ∞ 是实数, 定义满足下面条件:

∥f∥Λq(α(·)) = sup
τ∈T

∥f − fτ∥q
∥χτ<∞∥ 1

α(·)
∥χτ<∞∥q

< ∞

的 f ∈ Lq 的集合为 Λq(α(·)). Λq(α(·)) 是变指数的 Lipschitz 鞅空间.

定理 3.7 设 p ∈ P 满足条件 (1.3), p+ 6 1, 则共轭空间

(Hs
p(·))

∗ = Λ2(α(·)), α =
1

p
− 1.

事实证明原子分解在变指数情形仍是有力的工具. 设 p ∈ P, 所谓原子空间 Hs,at
p(·) 是指满足

f =
∑
k∈Z

µka
k, a.e. (3.1)

和

A({µk}, {ak}, {τk}) =
∥∥∥∥{∑

k∈Z

(
µkχτ<∞

∥χτ<∞∥p(·)

)p} 1
p
∥∥∥∥
p(·)

< ∞

的 f = (fn) 全体, 其中 ak 是 (1, p,∞) 原子, (µk)k∈Z 是一列非负实数, τk 是与 ak 相应的停时, Z 是全
体整数, p = p− ∧ 1. 此外,

∥f∥Hs,at
p(·)

= supA({µk}, {ak}, {τk}),

这里上确界是关于所有满足以上条件的三元组而取的. 文章接着证明了如下定理:

定理 3.8 设 p ∈ P,Hs,at
p(·) , a

k 如上, 则

(1) ∥ak∥Hs,at
p(·)

6 1, ∀ k ∈ Z;
(2) ∥f∥Hs,at

p(·)
≈ ∥f∥Hs

p(·)
, ∀ f ∈ Hs

p(·).

将空间 Hs
p(·) 换为空间 HS

p(·) 或者 H∗
p(·), (1, p,∞) 原子相应地换为 (2, p,∞) 原子或者 (3, p,∞) 原

子, 文献 [24, 25] 分别得到了关于空间 HS
p(·) 和 H∗

p(·) 的类似原子空间和相应的原子分解定理. 这里不

再引述.

所谓 f = (fn) 的 α 阶分数次积分是指鞅变换 Iαf = ((Iαf)n)n>0, 其中 α > 0 是某个常数,

(Iαf)0 = f0, (Iαf)n =
n∑

k=1

bαk−1dkf, n > 1.

其中 bk 关于 Σk 可测, 若 B 是 Σk 中的原子, 则 bk(ω) = P(B), ∀ω ∈ B.

在正则性条件下, 借助于原子分解, 文献 [24, 25] 分别证明了鞅的分数次积分的有界性.

定理 3.9 设 p, q ∈ P 都满足条件 (1.3), p < q, α > supω∈Ω(
1

p(ω) −
1

q(ω) ), (Σn)n>0 是正则的, 则

存在 C > 0 使得

∥Iαf∥Qq(·) 6 C∥f∥Qq(·) , ∀ f = (fn).

定理 3.10 设 p, q ∈ P 都满足条件 (1.3), p+ 6 1 6 q−, α > supω∈Ω(
1

p(ω) −
1

q(ω) ), (Σn)n>0 是正

则的, 则存在 C > 0 使得

∥Iαf∥Dq(·) 6 C∥f∥Dq(·) , ∀ f = (fn).
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称算子 T : X → Y 是 σ- 次可加的, 其中 X 是鞅空间, Y 是可测函数空间, 如果∣∣∣∣T( ∞∑
k=1

fk

)∣∣∣∣ 6 ∞∑
k=1

|T (fk)|, |T (αf)| = |α||T (f)|, ∀α.

由原子分解可得到次可加算子的有界性, 文献 [30] 进而得到了几类 Hardy 空间的相互嵌入关系.

定理 3.11 设 p ∈ P 满足条件 (1.3), 1 < r < ∞, p+ < r, 若 T : Hs
r → Lr 是有界 σ- 次可加的,

并且对于每个 (1, p,∞) 原子 a, 有 T (a)χF = T (aχF ), ∀F ∈ Στ , 则

∥T (f)∥p(·) 6 Cp∥f∥Hs
p(·)

, ∀ f = (fn) ∈ Hs
p(·).

定理 3.12 设 p ∈ P 满足条件 (1.3), 则对于任意 f = (fn), 有

∥f∥H∗
p(·)

6 Cp∥f∥Hs
p(·)

, ∥f∥HS
p(·)

6 Cp∥f∥Hs
p(·)

, 0 < p− 6 p+ 6 2,

∥f∥H∗
p(·)

6 Cp∥f∥Qp(·) , ∥f∥HS
p(·)

6 Cp∥f∥Dp(·) ,

∥f∥Hs
p(·)

6 Cp∥f∥Dp(·) , ∥f∥Hs
p(·)

6 Cp∥f∥Qp(·) ,

∥f∥Dp(·) ≈ ∥f∥Qp(·) .

如果 (Σn)n>0 是正则的, 则 5 类空间都是等价的:

∥f∥H∗
p(·)

≈ ∥f∥Dp(·) ≈ ∥f∥Qp(·) ≈ ∥f∥Hs
p(·)

≈ ∥f∥HS
p(·)

.

4 一般 σσσ- 代数情形: B-G-D 不等式

文献 [26] 通过指数逼近的方法推广了关于随机序列的 Dellacherie 定理, 从而得到了一般 σ- 代数

情形下 B-G-D 不等式及其他几个重要不等式的变指数类比.

引理 4.1 设 p ∈ P, 则存在单调增加的适应简单函数序列 pn, p
− 6 pn, pn → p, a.e.

下面是经典鞅论中 Dellacherie 定理的变指数化.

定理 4.1 设 p ∈ P, p− > 1, v 是非负随机变量, (un)n>0 是非负单调增加适应序列 (u0 = 0),

满足

E(u∞ − un−1 | Σn) 6 E(v | Σn), ∀n > 0,

或者当 (un)n>0 还是可料序列时,

E(u∞ − un | Σn) 6 E(v | Σn), ∀n > 0,

则存在 C = Cp > 0 使得

(1) Eup
∞ 6 p+Evup−1

∞ ;

(2) ρp(·)(u∞) 6 Cρp(·)(v);

(3) ∥u∞∥p(·) 6 C∥v∥p(·), 若 v ∈ Lp(·).

由此定理首先可以得到两个引理, 其中引理 4.3 是变指数的凸性引理. 在经典鞅论中, 凸性引理

是时常用到的.
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引理 4.2 设 p ∈ P, p− > 1, (ξn)n>0 是任一非负随机变量序列, 则存在 Cp > 0 使得∥∥∥∥ ∞∑
n=0

E(ξn | Σn)

∥∥∥∥
p(·)

6
∥∥∥∥ ∞∑

n=0

ξn

∥∥∥∥
p(·)

.

引理 4.3 设 p ∈ P, p− > 2, 则存在 Cp > 0 使得

∥s(f)∥p(·) 6 Cp∥S(f)∥p(·), ∀ f = (fn).

其次, 可以证明著名的 B-G-D 不等式的变指数类比.

定理 4.2 设 p ∈ P, p− > 1, 则存在 Cp > 0 使得

C−1
p ∥Mf∥p(·) 6 ∥S(f)∥p(·) 6 Cp∥Mf∥p(·), ∀ f = (fn).

进一步地可以证明下面变指数的 Chevalier 不等式, 它可以看成 B-G-D 不等式的延伸与深化. 对

于鞅 f = (fn), 记

Mf = Mf ∨ S(f), m(f) = Mf ∧ S(f).

定理 4.3 设 p ∈ P, p− > 1, 则存在 Cp > 0 使得

∥M(f)∥p(·) 6 Cp∥m(f)∥p(·), ∀ f = (fn).

关于可料控制的两类变指数空间 Qp(·) 和 Dp(·),像经典情形一样可以证明它们是彼此范数等价的.

为此引进 (变差有界) 空间

Ap(·) =

{
f = (fn); ∥f∥Ap(·) =

∥∥∥∥ ∞∑
n=0

|dfn|
∥∥∥∥
p(·)

< ∞
}
.

定理 4.4 设 p ∈ P, p− > 1, 则存在 Cp > 0 使得

∥f∥H∗
p(·)

6 Cp∥f∥Qp(·) , ∥f∥HS
p(·)

6 Cp∥f∥Dp(·) , ∀ f = (fn).

定理 4.5 设 p ∈ P, p− > 1, 则

(1) 对于每个 f = (fn) ∈ HS
p(·), 存在分解 f = g + h, g ∈ Qp(·), h ∈ Ap(·), 使得

∥g∥Qp(·) 6 Cp∥f∥HS
p(·)

, ∥h∥Ap(·) 6 Cp∥f∥HS
p(·)

;

(2) 对于每个 f = (fn) ∈ H∗
p(·), 存在分解 f = g + h, g ∈ Dp(·), h ∈ Ap(·), 使得

∥g∥Dp(·) 6 Cp∥f∥H∗
p(·)

, ∥h∥Ap(·) 6 Cp∥f∥H∗
p(·)

.

在此基础上可以得到上面所说的等价性及相关结果.

定理 4.6 设 p ∈ P, p− > 1, 则存在 Cp > 0 使得

C−1
p ∥f∥Dp(·) 6 ∥f∥Qp(·) 6 Cp∥f∥Dp(·) , ∀ f = (fn).

定理 4.7 设 p ∈ P, p− > 1, 则存在 Cp > 0 使得

∥f∥Hs
p(·)

6 Cp∥f∥Dp(·) , ∥f∥HS
p(·)

6 Cp∥f∥Dp(·) , ∀ f = (fn) (f0 = 0).

如果 σ- 代数序列 (Σn)n>0 是正则的, 那么 5 种变指数鞅空间 H∗
p(·)、H

S
p(·)、H

s
p(·)、Dp(·) 和 Qp(·)

都是彼此范数等价的:

∥f∥H∗
p(·)

≈ ∥f∥HS
p(·)

≈ ∥f∥Hs
p(·)

≈ ∥f∥Dp(·) ≈ ∥f∥Qp(·) .
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5 一般 σσσ- 代数情形: Doob 极大不等式

设 p ∈ P, 如果每个 Σn 都不包含原子, 而条件 (1.3) 对于每个 A ∈ Σ 都成立, 则 p 一定是一个常

数. 如此一来, 变指数空间的问题就返回到经典情形. 加上在非原子情形, 条件期望没有方便可用的显

式表达,所以可数生成 σ-代数情形所使用的方法在一般 σ-代数情形不再能用,为了研究一般 σ-代数

情形变指数鞅的问题就须另找出路. 事实表明, 它们处理起来要复杂一些. 特别是关于 Doob 极大不

等式, 至今没有令人满意的结果. 本节叙述在文献 [27] 中关于它的若干初步结论.

下面先来叙述关于变指数鞅的范数收敛定理. 回顾一个函数族 B = {u} 称为一致可积的, 若

lim
C→+∞

sup
u∈B

∫
{|u|>C}

|u|dP = 0.

定理 5.1 设 p ∈ P, p− > 1, f = (fn) 是 Lp(·) 中的鞅, 则下面条件等价:

(1) {|fn|p, n > 0} 是一致可积的;

(2) ρp(·)(fn) → ρp(·)(f∞);

(3) ∥fn∥p(·) → ∥f∞∥p(·);
(4) ∥fn − f∞∥p(·) → 0.

下面是弱型 Doob 极大不等式, 它的好处是明确了不等式中的最优系数.

定理 5.2 设 p ∈ P, p− > 1, 则不等式

P(Mf > λ) 6 p+

p−

∫
{Mf>λ}

∣∣∣∣f∞λ
∣∣∣∣pdP

对于每个一致可积并且 Lp(·) 有界鞅或非负下鞅成立.

仍记关于 (Σn)n>0 的停时全体为 T . 当 τ ∈ T 时, 记关于 τ 的条件期望为 Eτ , 当 (Eτ )τ∈T 满足

条件 (1.4) 时, 称 (Eτ )τ∈T 是 Lp(·) 一致有界的. 下面定理关系到这种一致有界条件的某些属性.

定理 5.3 设 p ∈ P, p− > 1, (Eτ )τ∈T Lp(·) 一致有界, 则

(1) ∀ g ∈ Lp(·), gn = E(g | Σn) 以 Lp(·) 范数收敛于 g;

(2) ∀ s > 1, (Eτ )τ∈T 同样是 Lsp(·) 一致有界的;

(3) (Eτ )τ∈T 是 Lp(·) 一致有界的当且仅当它是 Lp′(·) 一致有界的.

设 A ∈ Σ, 记 |A| = P(A), 对于 A ∈ Σ, |A| > 0, 定义平均算子

TA : L1 → L1, T (A) =
1

|A|

∫
A

udPχA, ∀u ∈ L1.

考虑另一类弱型 Doob 极大不等式 (定理 5.4(2)), 在经典情形下, 它是至为明显的; 而在变指数情

形, 事情就不那么简单了.

定理 5.4 设 p ∈ P, p− > 1, 则对于下面条件, (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇔ (4) 成立.

(1) (Eτ )τ∈T Lp(·) 一致有界;

(2) 存在 Cp > 0 使得对于每个一致可积的 Lp(·) 有界鞅 f = (fn),

∥Mf∥ωLp(·) 6 Cp∥f∞∥p(·); (5.1)

(3) 平均算子族 {TA;A ∈ Σ} 是 Lp(·) 一致有界的: 存在 Cp > 0 使得

sup
A∈Σ

∥TAu∥p(·) 6 Cp∥u∥p(·), ∀u ∈ Lp(·);

(4) ∀A ∈ Σ, |A| ≈ ∥χA∥p(·)∥χA∥p′(·).
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关于强型极大不等式, 首先应用 Rubio de Francia 迭代算法并通过逆向 Hölder 不等式将 Lp(·) 的

每个元转化为一个 A1 权, 其思路来自变指数函数空间的情形 (参见文献 [12]). 然后可以证明下面的

定理.

定理 5.5 设 p ∈ P, p− > 1, 则对于下面条件, (3) ⇒ (1) ⇒ (2) 成立, 若 (Σn)n>0 还是正则的, 三

者彼此等价.

(1) Doob 极大算子 MLp(·) 有界;

(2) ∀ s > 1,MLsp(·) 有界;

(3) 存在 r0 ( 1
p− < r0 < 1) 使得 M 是 Lrp(·) 有界的 (r0 < r < 1).

现在转到强极大算子本身. 由定理 5.4,特别是 (5.1),借助于文献 [28]中的方法,得到下面的定理:

定理 5.6 设 p ∈ P, p− > 1, r 是实数, 1 < r < p−, 定义

|||u||| = sup
0<|A|61

|A|
1

p−

(
1

|A|

∫
A

|u|rdP
) 1

r

,

则 |||u||| 是 ωLp(·) 上的完备范数, 并且存在 Cp > 0 使得

|||u||| 6 Cp∥u∥ωLp(·) , ∀u ∈ ωLp(·).

类似地可以证明下面的定理:

定理 5.7 设 p ∈ P, p− > 1, 则对于任何实数 ε ( 1
p− < ε < 1), 存在 Cp,ε > 0 使得

∥u∥εp(·) 6 Cp,ε∥u∥ωLp(·) , ∀u ∈ ωLp(·).

若 (Eτ )τ∈T 是 Lp(·) 一致有界的, 则存在 Cp,ε > 0 使得

∥Mf∥εp(·) 6 Cp,ε∥f∞∥p(·), ∀ f = (fn).

6 变指数 Lorentz-Hardy 空间及其应用

文献 [30] 研究了在可数生成 σ- 代数情形下变指数的 Lorentz-Hardy 鞅空间, 并且给出了它们在

二进 Fourier 分析中的应用.

设 p ∈ P, 0 < q < ∞ 为常数, 变指数的 Lorentz 空间 Lp(·),q 是满足下面条件的可测函数全体:

∥u∥Lp(·),q =

(∫ ∞

0

λq∥χ|u|>λ∥qp(·)
dλ

λ

) 1
q

< ∞,

此外, 定义 Lp(·),∞ = ωLp(·). 有时候应用等价范数是方便的:

∥u∥Lp(·),q ≈
( ∞∑

k=1

2kq∥χ|u|>2k∥
q
p(·)

) 1
q

, ∥u∥Lp(·),∞ ≈ sup
k∈Z

2k∥χ|u|>2k∥p(·).

利用这种范数,如同在第 2节所做的那样,对于 p ∈ P, 0 < q 6 ∞可以定义鞅空间 Lp(·),q、H
∗
p(·),q、

HS
p(·),q、H

s
p(·),q 与可料控制鞅空间 Qp(·),q、Dp(·),q 及 (d, p, q)原子,其中 d = 1, 2, 3.现在再定义 Hat,d,∞

p(·),q
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是满足 (3.1) 的鞅 f = (fn) 的全体, 其中 ak 是 (d, p, q) 原子, µk = 3 · 2k∥χτk<∞∥p(·), τk 是与 ak 相应

的停时, 并且

∥f∥Hat,d,∞
p(·),q

= inf

( ∞∑
k=1

2kq∥χτk<∞∥qp(·)

) 1
q

≈ ∥(µk)k∈z∥ℓq ,

这里下确界是关于所有如此的原子分解而取的. 文献 [30] 证明了如下定理:

定理 6.1 设 p ∈ P, 0 < q 6 ∞, 则在等价范数意义下,

Hs
p(·),q = Hat,1,∞

p(·),q , Qp(·),q = Hat,2,∞
p(·),q , Dp(·),q = Hat,3,∞

p(·),q .

定理 6.2 设 p ∈ P 满足 (1.3), 0 < q 6 ∞, 如果 (Σn) 还是正则的, 则在等价拟范数意义下,

HS
p(·),q = Hat,2,∞

p(·),q , H∗
p(·),q = Hat,3,∞

p(·),q .

定理 6.3 设 p ∈ P 满足 (1.3), 0 < q 6 ∞, 则存在 C = Cp,q > 0 使得对于任何 f = (fn), 有

∥f∥H∗
p(·),q

6 C∥f∥Hs
p(·),q

, ∥f∥HS
p(·),q

6 C∥f∥Hs
p(·),q

, 若 0 < p− 6 p+ 6 2,

∥f∥H∗
p(·),q

6 C∥f∥Qp(·),q , ∥f∥HS
p(·),q

6 C∥f∥Dp(·), ,

∥f∥Hs
p(·),q

6 C∥f∥Dp(·),q , ∥f∥Hs
p(·),q

6 C∥f∥Qp(·),q ,

∥f∥Dp(·),q ≈ ∥f∥Qp(·),q .

如果 (Σn) 还是正则的, 则在等价拟范数意义下,

∥f∥H∗
p(·),q

≈ ∥f∥Dp(·),q ≈ ∥f∥Qp(·),q ≈ ∥f∥Hs
p(·),q

≈ ∥f∥HS
p(·),q

.

将变指数鞅的方法应用于二进 Fourier 分析是非常有意义的事情, 它大大扩展了经典情形的结果.

众所周知, 二进调和分析在信号处理等实践领域有着重要应用. 这里仅提及若干主要结果. 下面先来

介绍 Walsh-Dirichlet 核与 Walsh-Fejer 核等概念和记号.

设 Ω = [0, 1), Ik,n = [k2−n, (k + 1)2−n) 是二进区间, 0 6 k < 2n, n > 1. n 固定时, 由 2n 个 Ik,n 生

成的 σ- 代数记为 Fn. 设 r(x) = χ[0,2−1) − χ[2−1,1) 是 Rademacher 函数, rn(x) = r(2nx). Walsh 函数

系是

ωn =
∞∏
k=1

rnk

k , 若 n =
∞∑
k=0

nk2
k, nk = 0, 1, n > 1.

Walsh-Dirichlet 核和 Walsh-Fejer 核分别是

Dn =
n−1∑
k=0

ωk, Kn =
1

n

n∑
k=1

Dk, n ∈ N.

设 f ∈ L1, f̂(n) = Efωn 是 f 的第 n 个 Walsh-Fourier 系数, 相应级数的部分和及 Fejer 平均是

snf =
n−1∑
k=0

f̂(n)ωk, σnf =
1

n

n∑
k=1

sk(f).
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即

snf(x) =

∫ 1

0

f(t)Dn(x+̇t)dt, σnf(x) =

∫ 1

0

f(t)Kn(x+̇t)dt, n > 1,

其中加法是指二进加法. 容易验证 s2nf = fn = E(f | Fn), 它表达了 Fourier 级数的部分和与二进鞅

之间的关系.

定理 6.4 设 p ∈ P 满足 (1.3), 1 < p− 6 p+ < ∞, 0 < q 6 ∞, 则存在 Cp (Cp,q) > 0 使得

sup
n>1

∥snf∥p(·) 6 Cp∥f∥p(·)
(
sup
n>1

∥snf∥p(·),q 6 Cp,q∥f∥p(·),q
)
, ∀ f ∈ Lp(·) (Lp(·),q).

从而对于每个 f ∈ Lp(·) (Lp(·),q), snf 点态地并且以 Lp(·)(Lp(·),q) 范数收敛于 f.

文献 [30] 还研究了某些算子的有界性. 注意二进 σ- 代数序列是典型的正则 σ- 代数序列, 正像上

面有关定理所断言的, 在最终的结果中, 5 类空间都是等价的. 所以只需用 Hp(·) 或 Hp(·),q 代表各自 5

类空间的任何一类.

设 f ∈ L1, fn = E(f | Fn), 0 < s < ∞, 定义

Usf(x) = sup
n>1

2n−1∑
k=0

χIk,n
(x)

n−1∑
j=0

2(j−n)s

∣∣∣∣ 1

P(Ijk,n)

∫
Ij
k,n

fndP

∣∣∣∣,
其中 Ijk,n = Ik,n+̇2−j−1.

定理 6.5 设 p ∈ P 满足 (1.3), 0 < q 6 ∞, 0 < s < ∞. 如果 1
p− − 1

p+ < s, 则存在 Cp (Cp,q) > 0

使得

∥Usf∥p(·) 6 Cp∥f∥p(·) (∥Usf∥p(·),q 6 Cp,q∥f∥p(·),q), ∀ f ∈ Lp(·) (Lp(·),q).

若 0 < α, s < ∞, 定义

Vα,sf(x) = sup
n>1

2n−1∑
k=0

χIk,n
(x)

n−1∑
j=0

n−1∑
i=j

2(j−n)α2(j−i)s

∣∣∣∣ 1

P(Ij,ik,n)

∫
Ij,i
k,n

fndP

∣∣∣∣,
其中 Ij,ik,n = Ik,n+̇[2−j−1, 2−j−1+̇2−i). 文章类似地证明了

定理 6.6 设 p ∈ P 满足 (1.3), 0 < q 6 ∞, 0 < α, s < ∞. 如果 1
p− − 1

p+ < α + s, 则存在 Cp

(Cp,q) > 0 使得

∥Vα,sf∥p(·) 6 Cp∥f∥p(·) (∥Vα,sf∥p(·),q 6 Cp,q∥f∥p(·),q), ∀ f ∈ Lp(·) (Lp(·),q).

对于 Fejer 平均极大算子 σ∗f = supn>1 |σnf |, 文章还证明了
定理 6.7 设 p ∈ P 满足 (1.3), 0 < q 6 ∞.如果 1

p− − 1
p+ < 1, 1

2 < p− < ∞,则存在 Cp (Cp,q) > 0

使得

∥σ∗f∥p(·) 6 Cp∥f∥Hp(·) (∥σ∗f∥p(·),q) 6 Cp,q∥f∥Hp(·),q ), ∀ f ∈ Hp(·) (Hp(·),q).

此时对于每个 f ∈ Hp(·) (Hp(·),q), σnf 几乎处处并且以空间范数收敛,若 p− > 1,则 σnf → f, a.e.
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7 Musielak-Orlicz 空间

文献 [31, 32] 研究了 Musielak-Orlicz 鞅空间. 此类空间不仅是一种颇具广泛性的空间形式, 而且

其定义方式又把加权与非加权空间的表述统一起来. 为此文章引入了新概念, 使用了新方法. 由于篇

幅所限, 这里仅就强型空间的有关结果加以介绍.

函数 φ : Ω× [0,∞) → [0,∞) 称为 Musielak-Orlicz 函数, 如果

(1) ∀ω ∈ Ω, φ(ω, ·) : [0,∞) → [0,∞) 是 Orlicz 函数, 非降, φ(ω, 0) = 0, φ(ω, t) → ∞ (t → ∞);

(2) ∀ t ∈ [0,∞), φ(·, t) 是 Σ 可测函数.

Musielak-Orlicz 空间 Lφ(Ω) 是使下面数值有限的可测函数的全体:

∥u∥Lφ(Ω) = inf

{
λ ∈ (0,∞);

∫
Ω

φ

(
ω,

|u(ω)|
λ

)
dP 6 1

}
.

如果 f = (fn) 是鞅, 应用 Lφ(Ω) 范数, 像以前所做的那样可以定义 Musielak-Orlicz 鞅空间 Lφ(Ω)、

Musielak-Orlicz Hardy 鞅空间 H∗
φ(Ω)、H

S
φ (Ω)、H

s
φ(Ω) 以及可料控制鞅空间 Qφ(Ω) 和 Dφ(Ω), 这里不

再复述.

若 φ ∈ L1(Ω) 是严格正的, 对任意的 t ∈ [0,∞), 由 φ(·, t) 生成的鞅仍记为 φ(·, t) := (φn(·, t))n>0,

它可以看成一个特别的权, 称其满足一致 Ap(Ω) 条件, 若对于 p > 1 和 p = 1 分别有

sup
0<t<∞

φn(·, t){En([φ(·, t)]−
1

p−1 )}p−1 6 K, sup
0<t<∞

φn(·, t)φ(·, t)−1 6 K,

其中 K 是常数. 记 A∞(Ω) =
∪∞

p=1 Ap(Ω). 类似地像经典情形一样定义关于权的 S、S+ 和 S− 条件.

对于正实数 p, 若不等式

φ(ω, st) 6 Cps
pφ(ω, t), ω ∈ Ω, t ∈ [0,∞)

成立, 当 s ∈ (0, 1) 时就称 φ 是 p 一致下型的, 当 s ∈ [1,∞) 时就称 φ 是 p 一致上型的.

称 φ 是一个增长函数, 如果 (1) φ 是 Musielak-Orlicz 函数; (2) φ ∈ A∞(Ω); (3) φ 是 p (0 < p < 1)

一致下型和 1 一致上型的. 称 φ 满足逆向 Hölder 条件 (φ ∈ RHq(Ω), 1 < q < ∞), 若

sup
0<q<∞

sup
ω∈Ω

(En[φ(ω, t)]
q)

1
q [φn(ω, t)]

−1 < ∞.

为了得到空间的原子特征, 若 B ∈ Σ, 记 φ(B, t) :=
∫
B
φ(ω, t)dP, ∀ t ∈ [0,∞). 给定 1 6 q < ∞, 定

义 Lq
φ(B) 是支撑在 B 的满足如下条件的可测函数全体:

∥u∥Lq
φ(B) = sup

0<t<∞

[
1

φ(B, t)

∫
B

|u(ω)|qφ(ω, t)dP
] 1

q

< ∞,

此外 ∥u∥L∞
φ (B) = ∥u∥L∞(B). 为了保持与本文前面记号的一致性 (见第 2 节末), 这里称一个可测函数

a 为 (d, φ, q) 原子, d = 1, 2, 3, 如果将原子定义中的条件 (2) 分别换为下面条件成立:

∥s(a)∥Lq
φ({τ<∞})(∥S(a)∥Lq

φ({τ<∞}), ∥a∗∥Lq
φ({τ<∞})) 6 ∥χτ<∞∥−1

Lφ(Ω).

记 A(1, φ, q) 是满足 ∑
k∈Z

φ(Bτk , µk∥s(ak)∥Lq
φ(Bτk

)) < ∞
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的三元组 {µk, a
k, τk} 的全体, 其中 ak 是 (1, φ, q) 原子, τk 是与 ak 相应的停时, Bτk = {τk < ∞}, µk

是一列正实数. 再令

Λs
q({µk, a

k, τk}k∈Z) = inf

{
λ > 0;

∑
k∈Z

φ

(
Bτk ,

µk∥s(ak)∥Lq
φ(Bτk

)

λ

)
6 1

}
.

若将其中的 (1, φ, q) 原子换为 (2, φ, q) 原子或者 (3, φ, q) 原子, 又可得到 A(2, φ, q) 和 A(3, φ, q) 并进

而得到 ΛS
q ({µk, a

k, τk}k∈Z)和 Λ∗
q({µk, a

k, τk}k∈Z),这里不予详述. 现在叙述文献 [31]的主要结论如下:

定理 7.1 设 φ 是增长函数, 0 < q 6 ∞, 则存在 C > 0 使得对于每个 f = (fn) ∈ Hs
φ(Ω) 都有一

列三元组 {µk, a
k, τk}k∈Z 满足 (3.1), 并且

Λs
q({µk, a

k, τk}k∈Z) 6 C∥f∥Hs
φ(Ω).

反过来, 如果 f = (fn) 有如 (3.1) 的分解, 则存在 C > 0 使得

∥f∥Hs
φ(Ω) 6 C inf Λs

q({µk, a
k, τk}k∈Z). (7.1)

此处下确界是关于 A(1, φ, q) 中的所有原子分解而取的. 事实上, (3.1) 中的式子还是依 Hs
φ(Ω) 的范数

收敛的.

定理 7.2 设 φ 是增长函数, 若将定理 7.1 中的空间 Hs
φ(Ω) 和原子 A(1, φ, q) 换为空间 Qφ(Ω)

和原子 A(2, φ, q) 或者空间 Dφ(Ω) 和原子 A(3, φ, q), 则类似的结论仍成立. 事实上, 相应的 (3.1) 依各

自空间的范数收敛.

对于空间 HS
φ (Ω) 和 H∗

φ(Ω), 文章也有讨论, 事实上对于它们, 类似于 (7.1) 的单边不等式成立.

利用上面定义的特别的权函数, 现在可以讨论几类鞅空间之间的嵌入关系.

定理 7.3 设 φ 是增长函数.

(1) 若 φ ∈ A∞(Ω) ∩ S, 则存在 C > 0 使得

∥f∥H∗
φ(Ω) 6 C∥f∥Hs

φ(Ω), ∀ f = (fn).

(2) 若 φ ∈ S+, 则存在 C > 0 使得

∥f∥HS
φ (Ω) 6 C∥f∥Hs

φ(Ω), ∀ f = (fn).

(3) 若 φ ∈ S−, 则存在 C > 0 使得

∥f∥Hs
φ(Ω) 6 C∥f∥Qφ(Ω), ∀ f = (fn).

(4) 若 φ ∈ A∞(Ω) ∩ S−, 则存在 C > 0 使得

∥f∥Hs
φ(Ω) 6 C∥f∥Dφ(Ω), ∀ f = (fn).

(5) 若 φ ∈ A∞(Ω) ∩ S, 则

∥f∥Dφ(Ω) ≈ ∥f∥Qφ(Ω), ∀ f = (fn).

从而, Dφ(Ω) = Qφ(Ω) ⊂ Hs
φ(Ω) ⊂ HS

φ (Ω) ∩H∗
φ(Ω).
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文章还给出了 Hs
φ(Ω) 的共轭空间. 为此先定义 Musielak-Orlicz 鞅空间 BMOφ(Ω). 设 φ 既是

Musielak-Orlicz 函数又是特别权, 令 BMOφ(Ω) 是满足如下条件:

∥f∥Hs
φ(Ω) = sup

τ∈T

1

∥χτ<∞∥Lφ(Ω)

{∫
Ω

|f(ω)− fτ (ω)|2

φτ (ω, ∥χτ<∞∥−1
Lφ(Ω))

dP

} 1
2

< ∞

的鞅 f = (fn) 的全体, 其中 fτ = (fτ∧n) 是在 τ 停止的鞅. 又记加权空间 L2(Ω, φ(·, 1)) 是满足如下条
件的可测函数全体:

∥f∥L2(Ω,φ(·,1)) =

{∫
Ω

|f(ω)|2φ(ω, 1)dP
} 1

2

< ∞.

如此, 则 Hs
φ(Ω) 的共轭空间是 BMOφ(Ω). 具体表述如下:

定理 7.4 设 φ 是增长函数并且作为特别权, φ ∈ RH2(Ω) ∩ S, 则

(1) 每个 g ∈ BMOφ(Ω) 可以通过线性映射

Lg : f → Lg(f) =

∫
Ω

f(ω)g(ω)dP, ∀ f ∈ L2(Ω, φ(·, 1)) (7.2)

延拓为 (Hs
φ(Ω))

∗ 中的元, 并且存在与 g 无关的常数 C > 0 使得

∥Lg∥(Hs
φ(Ω))∗ 6 C∥g∥BMOφ(Ω);

(2) 反过来, 对于 Hs
φ(Ω) 上的每个连续线性泛函 L, 存在唯一的 g ∈ BMOφ(Ω) 使得 L = Lg 满足

(7.2), 并且存在与 L 无关的常数 C > 0 使得

∥g∥BMOφ(Ω) 6 C∥L∥(Hs
φ(Ω))∗ .

8 公开问题

实际上, 某些关于函数空间 Lp(·)(Rn) 上至今未解的问题也可以就变指数鞅的情形提出来. 这里

我们再提出几个在变指数鞅空间研究中的公开问题.

(1) 首先是在一般 σ- 代数情形下 Doob 极大不等式成立的条件. 文献 [27] 提出了一个条件 (1.4),

即条件期望族 (Eτ )τ∈T 的 Lp(·) 一致有界性,它能保证某种弱型 Doob极大不等式成立,但在不附加其

他条件的情形下就连 Lp(·) → Lp(·) 有界性仍是未经证明的. 鉴于 Doob 极大不等式在鞅论中的重要地

位, 有必要弄清楚究竟保证 Doob 极大不等式成立的恰当条件是什么?

(2) 与此不无关系的是, 什么样的 p 能够保证条件期望算子族 (Eτ )τ∈T 的 Lp(·) 一致有界性? 我

们知道, 当 p 为常数时, 每个条件期望都是压缩的, 一致有界性当然不成问题. 当 p 至少取两个不同的

值时, 情形变得复杂起来. 但从文献 [23] 的结论可以肯定, 常数并非是使得 (Eτ )τ∈T Lp(·) 一致有界的

唯一条件. 于是解决这一问题就成为有意义的事情. 其实, (Eτ )τ∈T Lp(·) 一致有界与 (En)n>0Lp(·) 一致

有界是否等价也尚属未知.

(3) 正如文献 [31] 所指出的, 文中所定义的 Musielak-Orlicz 鞅空间与此前所叙述的变指数鞅空

间互不包含. 该文的成功深刻依赖于其所定义的特别权及 Ap 权的技巧. 由此一个问题出现了: 能

否适当扩大此类鞅空间, 使其包含变指数鞅空间. 换句话说, 能否使变指数鞅的研究统一在更广泛的

Musielak-Orlicz 鞅空间的研究之中.
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(4)定理 5.5说明,若 Doob极大算子M 是 Lp(·) 有界的,其中 p ∈ P, p− > 1,则对于任何 s > 1,M

也是 Lsp(·) 有界的. 同样地, 对于适当小的 s (1/p− < s < 1), M 也是 Lsp(·) 有界的. 于是有下面问题:

如果 Doob 极大算子 M 是 Lp(·) 有界的又是 Lq(·) 有界的, 其中 p, q ∈ P, p− > 1, 是否在一般情形下

M 是 Lp(·)+q(·) 有界的? 甚至对于常数 α > 0, M 是否是 Lp(·)+α 有界的? 后面这个问题是文献 [13]中

对于函数空间 Lp(·)(Rn) 提出的.

(5) 在经典调和分析中有几类内插定理, 内插方法又分为实、复两种方法, 其中有的真实性已经在

变指数函数空间得到证实. 例如, Riesz-Thorin 定理已有了变指数的类比 (参见文献 [13]). 换句话说,

由 M 的 (p0, p0) 型和 (p1, p1) 型, 其中 p0, p1 ∈ P, p−0 , p
−
1 > 1, 导致

[Lφ0(·)(Ω), Lφ1(·)(Ω)][θ] ≈ Lφθ(·)(Ω),
1

pθ
=

1− θ

p0
+

θ

p1
, 0 < θ < 1.

式中应用的是所谓复内插. 在某些特殊的空间, 其他类型的内插定理的变指数化也被考虑过. 鉴于内

插在鞅空间理论中的重要作用, 应该考虑它们在鞅论中的适用性. 甚至于如果 θ 是介于 0与 1之间的

可测函数, 类似的内插定理能否成立? 即使在函数空间情形, 这也是值得考虑的.
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Abstract We summarize some results on variable martingale space theory which was developed in recent years.
We separate two cases, countably generate σ-algebra sequences and general σ-algebra sequences, to introduce
some kinds of basic inequalities, including Doob’s maximal inequality and Burkholder-Gundy-Davis inequality,
and some kinds of variable Hardy spaces, variable Lorentz-Hardy spaces. We enumerate continuous embeds
between them and those results, including atomic decompositions, dual spaces, fractional integrals and their
applications to dyadic Fourier analysis. Musielak-Orlicz Hardy spaces are also introduced. At last we isolate
some open problems.

Keywords modular space, variable exponent space, martingale inequality, Doob maximal operator, atomic

decomposition, sub-linear operator, fractional integral, Fourier analysis

MSC(2010) 60G46, 60G42, 46E30, 42B25, 42B35

doi: 10.1360/SSM-2020-0170

1846

https://doi.org/10.1016/j.spl.2013.06.007
https://doi.org/10.1016/j.spl.2013.06.007
https://doi.org/10.1215/17358787-3649326
https://doi.org/10.1007/s10587-015-0226-x
https://doi.org/10.1007/s10587-015-0226-x
https://doi.org/10.1515/fca-2015-0065
https://doi.org/10.1016/S0252-9602(18)30805-1
https://doi.org/10.1016/S0252-9602(18)30805-1
https://doi.org/10.1007/s11425-012-4452-5
https://doi.org/10.1007/s11425-012-4452-5
https://doi.org/10.4064/dm807-12-2019
https://doi.org/10.4064/dm807-12-2019
https://doi.org/10.1007/s11425-017-9237-3
https://doi.org/10.1215/17358787-2018-0050

	引言
	预备知识
	可数生成  -- .4  代数情形: Hardy 空间
	一般 - .4 - 代数情形: B-G-D 不等式
	一般  - .4 - 代数情形: Doob 极大不等式
	变指数  Lorentz-Hardy 空间及其应用
	Musielak-Orlicz 空间
	公开 问题

