
x 9 7s 年3 月 中 司 种 学 第2 期

非标准分析与广义函数的乘法( ll)

李 邦 河

( 中国科学院数学研究所)

摘 要

本文运用文献 〔l] 中给出的方法
,

算出具有特殊重要性的奇异广义 函数 的乘积

占̀ , , (二 )
o

占̀
” ’ (二 )

,
占( , , o x 一 ”

以及 8 (二 )
o x一 等

.

本文还举例说明了用本文的方法可很

简明地得到许多关于乘法的 已知结果
.

一些常见的奇异广义函数的乘积对于应用是很重要的
,

但是给出这些乘积不是一件容易

的事
,

至今只有一些零碎的结果
,

而且缺乏统一的处理方法
.

例如 G讯 it gn er l[] 曾指出由于象 日(劝 和
x 一” ,

占。 ) 和
x 一 ”

这样的乘积未被定义
,

使量子场

论深受困扰
.

在文献 「2 〕中我们
、

给出了计算任何两个广义函数的乘积的方法
,

下面
,

我们将运用这个方

法具体地来计算 占̀ ” , (二 )
o
占̀

” , (二 )
, 占̀ m ,

(
: )

o x一 ” ,

及 8 (二 )
。 x 一” .

这些乘积的一般表达式
,

用别的

方法是无法得到的
.

此外我们指 出
,

运用我们的方法可以很容易算出许多已知的结果
.

本文用到的关于解析表示的知识可参阅文献 〔3 ]
.

对本文感兴趣的读者
,

要迅速了解非标准分析
,

可参阅 L ux e m b盯广
, 的文章

.

一
、

方法的简洁性

我们举例说明如下
:

例 1
,

算出
x 一 r

和 了卜
` ’ (灼 的乘积等于

(一 1 )
r

(
;

一 l ) !

2 ( 2
;
一 1 ) !

占̀ , ,一` , (劣 )
.

这是 F i s h e r 〔5〕的一篇文

章所做的事
.

我们的计算如下
:

1 1

2
z r

Im z

> 0

1 1

2
z r ’ Im z

< 0

子

1
2、
lwese
、

一一
、 .了

君
Z、̀

一盛义

占`
犷一 ` ) (二 ) ~

( 一 1 )
,

(
r

一 l ) ! i

2二 1 2 犷

( x一 )
,

(
劣 )占梦

一 ` ) (劣 )
1 了 1

.

1 、
一 一 、于厂一一 , - , 代尸 十

月

丁一一一 -丁代万 1
.

2 \ 又x 十
, p少

r

又x 一
妻p )

r

/

( 一 l )
r

(
r
一 l ) !

2兀
J

1

( x + i夕 )
尸

(
x 一 i户 )

犷
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.
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i (一 I)
r

(
r

一l )!

2 2 汀 i
阵

~

毕一
`

一 , 之一 }
L又刃 十

Jp夕
` 『

Lx 一
j p夕

` T J

(一 l )
犷

(
r
一 l )!

2 ( 2
;

一 l )!
占瞥

r一` , (二 )
,

因此

x 一 , 。
占̀

r一` , ( 、 ) ~ ( 一 l )
r

(
r
一 l ) !

2 ( 2
:
一 1 )

占( Z r一 , , (、 )
.

例 :
,

算出
尤 ; 卜` 和

二二一 ` (
, 一 。 , 1 , :

,

… ) 的乘积等 于乓拱雾
卫 。。2

· )
(
二 )

,

这是 F 、s h e r

z又z r ) !

的另一篇更长的文章 6[] 所做的事
,

我们计算如下
:

首先我们求出 蛛 和 过 ( 又是笋整数的实数 )的解析表示为
:

玖 (万 ) 一
z 又

l 一
` 才“ i 几

沦里(二 )
~ _ (一

:

)
`

l 一
e Z! i ; ,

其中
: ` 一

。 “ ’ n ` z ’ + ` a ` 9 2 , ,

取沿实轴的正半轴剪开的分支
, o < a r g z

< 2 二
,

则

( 二 ; 一` )
。

(、 ) ( 二二一` )
口

( 工 ) 一 - 一一止匕一一一
·

, 粉车一
二 (

。 “

一` ,一 g (· + * ; ,

11 一
。 2“ ` (一 r一全) ]

2

}
x 十

`户】
` r十 `

一
。 `卜 --r 去’

“ r g ( `一 ` p , ) (一
。 “

一告’一
g`一 `一 ` p , + 。 “

一告)二 g (一+ ` p , )

1 1 「 ; ( _ , _ 各、 r
, r 。 ` , 、 , 。 、、 , r o r _ , _ ; 。 、 1 . “ _ , _ 冬、 r

, r 。 ` , _ ; 。 、、 。 r , , _ , _ , 。 、 、

~
一

二

—
魂一 e 队一 r一了少 La r g L x 十 ` p )宁 a r g 吸一害一 , p 夕J

+ e ’ `一 ,一贡 J La r g仁劣一 ` p )十 a r g`一 r 一` p , J

斗 }刃 + i夕 }
` r十 `

一
。 “

一备)〔· r g` X一` p , + 一 g`一` + ` p , “ +
。 “

一告’【一
g ( x+ ` p , + 一 g `一 ` + ` 。 ,’

}

一 生 一-
一

二一
一

一 {一
。 , 〔

一告)〔二 g 。二一 ,。 。+ : · g 〔

一
,。 )〕 一 。 `卜一告。 ,二 g (: + `。 。+ 。 · g (一 : 一 , 。 ) , }

传 {刃 宁
t P I

一 ”

一 生 一一卫一一
.

。 ;二 (

一备。 r。 , (一 2一 , )二 g (二一 , , ) 一
。 * (一: · + ,。一 g ( X + , , 〕-

斗 } x 十
了
川

一
”

`

_ (一 l )
·

里「 1 _ 1 1_ ( , l )
·二 。 、 Z r ) r

. , 、

一

—
} 气尸一一了一万一万二了丁 丁一一一一下一万二万丁 l 一 二丁万一又尸一 口 p 、 汤 , ,

勺 L 又x 十 切少一
`

气x 一 切厂丁 ` 」 z又Z r !)

抓尸告
。

`
,一告 _ ( 一 l )

r二 。 、 2, )

-

一
U

2 ( 2
,

) !
(
二 )

例 3
,

M i k n s i n s k i「7 ,
算 出了

(
x 一 `

)
2

一 二 2占2
~ : 一 J

按我们的方法

(
x 一 ,

)
,

( : ) ~
l / 1

.

1 、
一 、

—
月`

—
l
,

2 \ x 十 ; P 刃 一 塑 /

占,

(
劣 ) 一

1

2兀 i

(
x 一 ,

)
,

( 劣 ) (
x 一 `

)
,

(万 ) 一 二,占,

( x ) 占
,

(二 ) ~
工 (
2 \

1

(
x + i p )

2

味先
一

却
不六万)

一 x(
-

)
,

(二 )
,

所以

(
x 一 `

)
o

(
x 一`

) 一 72r 占
。
占 ~

x 一 2
.

二
、

占(二 ) (
x ) 和 占(

n
) (

x
) 的乘积

首先我们算出 占 (二 )
O

占̀
” , ( : )

,

然后容易算出一般的 占̀ , , (劣 )
o

占̀
” , (劣 )

.
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。 , 、
P

o p气x 夕 ~ 一
.

兀

1
x Z

+ p “ ,

占沪〕( 二 ) ~
( 一 1 ) ,

·

, !

“ ·

(` ) ”沪
’ (·卜钾严

工

熨
/二 十 1 \

忌气
2。 + ,

) (
一 ”

”
p’

” 十` x ’ 一 ’ ”

( x Z
+ p ,

)” + ,

掣(: : 11)
、一 1。

, 。 2。 十 2二 , _ 2。

( x Z
+ 夕刁) , + 2

设
。

是任意标准实数
,

我们来计算

d x , n 为正整数
.

`

a一
产̀.龟, ,`

、
、/, .人了

恤、

口

口一

月 ..... .

.
ó ...... .

p Zx Z”

(
x Z

+ p ,

) , + ,

户2 x 2” p Z x Z” 一 l

一 。

(
x ,

+ 户,

) ” + ,

( Zm 一 2
,

+ 3 ) (
x Z

+ p ,

)
” + `

Z n

一 l

2 阴 一 Z n
十 3

户2

{
P Z x Z (” 一 1 )

一 (
x ,

+ 户,

)耐
,

_
,

Z n 一 1 ,

` 二二

—
P

-

Z阴 一 Z刀 十 3

户2 x 2 (九一 )

一。

(
x ,

+
’

户 ,

)
“ + ,

二 一一一丛丝二生丝丝二卫上卫

—
- 。 2·

{
` ~

一
.

幽兰一一
_

( 2阴 一 Z n
十 3 ) ( 2。 一 2 ,

十 5 )… ( 2切 + 1 )
’

J一
a

( x Z
十 p Z

户 + 2 ’

( ” 再计算
{二

。

歹军瓷蕊
. _

:
的解析函数

户2

(
: ,

+ 户 ,

)
, + ,
在上半平面有一个奇点 动

,

其留数

( 2 。 + 2 ) ! 1
.

上

〔( 。 + l ) ! ]
2 2枷 + 3 p , m+ , i

实轴上的积分
!

。 、 . : . 、 p
一 p 2

(
x Z

+ 户 ,

) , + 2

了 _

之
。 _ 一 1 p Z

_ Z p

“ 人 、 二 之 ` 尸 万一二一乍一一下万二,丁二一
, , , 、 . 、 ,

又
a `

十 P
`

)叨 了
`

又a `

+ P
`

) 用了
`
故为无穷小

.

又半圆上的积分

}{
, , ,一厂

:

歹纂备赢 }
簇

{
.二 }- 刀2

}d
。 }

一 ,

( p一 2

一 户2

)
, + 2

笼夕一 I
户2

_ 即
汤

(户
一 2
一 户 2

)
, + 2

(户
一 2

一 p Z

)
” + 2

亦是无穷小
.

所以

户一
一卫三丝生一 二

J一
。

( x 咨 十 p Z

夕用 十
沼

2二沁 ~
一
二上

-

p Z邢+ 1

( 2 , + 2 ) !

2 2” + 2

[ ( 。 + l ) ! 1”

( 3 ) 设 甲 〔 缪
,

* 甲 ( 二 ) ~ 。 卜哗
· + 二 +

衅华典
二 , +1 + 二亡竺业二

.

尸
十 2

又用 十 l ) ! 又脚 十 2 ) !

其中 畜
二

是 。 与
x
之间的一个数

.

取正实数
。 ,

使 甲的支集含于 ( 一 。 , 。
) 之中

,

并设有限实数 M是 1倒
, 十
仪劝 ! 的一个上界

,

则
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1{1
。

” ;

(· )”沪
〕 (· )

老法
一 ` 2` ·

{
成获等笔号奋 {

阴 + `

\2 12
十 l)

, 2·

{几
。

p Zx Z加 一 2州 + Zd x

( x Z
+ 夕,

)
,n + 2

71r艺ō蜘

明艺
ù一

。 。 2 , 。 2。 一 2 , + 孟

(
“

一
一

夕兰一一 ` x

一 n 犷 r l / , . , 、 州刁目 2

, 一`
又x 一

十 户
一

厂 ” -

2,刀 + z p一 2阴一`
之 0 ,

:l[叉
ù一

其中
。 ” , b

,

为有限实数
.

( 4 ) 现在来计算
{

。 。

( : ) 。罗。 ( : )
二

一
* 、 二

,

。 、 。 、
{答(

.

L 乙 J

令
I , + l

( o ) = 1
,

I , + l

( 1 ) =
Zm +

一

了
, I 用+ ,

( 2 ) 一
l

·

3

( Z m + l ) ( Zm 一 l )

I , + :

(
。
) =

1
·

3… ( 2
, 2

一 1 )

石丽不玉灭乏而一 l )… ( Zm 一 2 , + 3 )
’

则有

7I[艺
!二

。

“ ;

(· ) “少 ) (· )

一
`

一裂黔 (二立:)
`一 ` ,一 {

p Z尤 Zm一 2月一 2友 d刃

(
x Z

+ p Z

)” + 子

~ (一 l )
, , !叠(二车:)

(一 )

一
( ,

一
“ ,·

’ 。 一 ’
一

’ “

!
p叼 x

一 a

(
x ,

+ p ,

)
, + ,

~ 咬二生迎塑二

.

乏三杀涤若协
p

一氢黑卜
1冲

。 +l ( , -
n

一 反)

~ (一 l ) ’ p一 2走一 , , ! ( 2 , + 2 ) !

2 ,

耐
,

[ ( 。 十 l ) ! ]
’

燮
/ m 十 l 、

,

)
,

(
_ _

】( 一 l )
.

1。 + ,
又阴 一 n 一 妇

,

二认 i \ Z n + 1 /

显然有

所以有

{二
。 。 ,

( · ) 。:
) (· )

一
`

一
” , 0 成 、 成

{
.

号
生
{

·

!二
。
占,

(
· )占:

) ( · )二 ( · ) /

一置
一

,

* · - 1

一
( 。 )

,

其中

。 ,
,

* 一

铃上
m ! ( Z m + 约 !

( 。 一 2友) ! 2
2“ + 2

〔( 、 + l ) ! 1
’具(二二:)

( 一 ` ’ 叮。 “ ( “

一 , 一 反)
.

( 5 ) 我们来计算
a 。 , 。 ,

, 一 0 时
,

一丈一
) ` 时

·

因 0 成
·
成
!警{

,

故 阴

一 ) , ,

I , + 1

(二 一
n

) ~
1

·

3
,

二 ( 2 、 一 2。二 l) _
( Z m + 1) ( Zm 一 1 )… ( Z n

+ 3 )

二卫
,

迎业丝卫竺土卫上
二

·

。 ! 2 2 , + z

[ ( 、 + l ) ! ]
2

[警]

又
,

、 阴
、

1
` ’ `

一二丁石仁2。 + l ) !又。 一 2 刀 )

( , + 1 ) !

_
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1
·

3… ( 2 。 一 Z
n
一 1 )

( 2 。 + 1 ) ( 2 。 一 1 ) … ( Z
n

+ 3 )

_ ( 一 l )
” ,

兀
·

2 2阴 + -

, _
, 、 。

( Zm 一 Z n

) !
\ 1 /

—
又m 一 Z n

) !
n
!又阴 一

n
) !

明艺é

利用组合恒等式
「8] ,

,

、 、 ,夕/
廿

/̀、\、 、性,声/
【警]

2二 一 艺
尹刀

ee 刀

( 一 l )
”

(
2阴 一 Z

n

护刀 一 刀

口柳
,。

~
(一 1 )

附

2
,” + l兀 .

( 6 ) 设 甲的支集 住 ( 一
a , a

) 如前
,

则

!二
。

, :
) (· )。梦

) (· )
· 甲 (· )“

一 {二
。

「“沪
) (· )

’
, (· , ,

,

“梦一 (
· ) ` ·

一 ` 一 ` ,
·

! [占沪, ( 、 )
* 甲 (二 ) ]`

” ,占,

( 二 ) d x

一 a

口

l
夕

、、、,/J厂

!
几

一 ( 一 1 )
·

艺 占沪+ ` , (万 )
* 甲`” 一 i ) (二 )占

。

( 二 ) d x

f = 0 一口

二 。一 )
·

息(: )
【

蓉
,·耐

了
,

女· - ! - 2左

一
( 。 ,

f塑宁
.

J

一 艺
占,

, , .

* 。一`一 , “甲 ` , + 一
,“ ,( o )

,

月 二 0

, , , 、 。

令 / ” 丫
’

“ 。
, , ,

, 一 、 一
l 夕

一

“ 汕 、 、 )
“ , + `

,

及
·

1= N 办
’

, 产

当 m 为偶数时
,

「刀 1
` 镇 ` 簇 }万 1

,

,了

八曰,̀..lr夕、 .石we

一一气̀N

{
0 ,

当 m 为奇数时
,

N 走 ~

2了 一 l ,

` 成
警

,

夜一 万 十 ` ,

*

封别
,

* 一

l警」
+ ` , 助 十 11

, 簇 ` 毛 l- 丁一 1
(劝 按前文的定义

,

我们可以写为

[竺誉
竺』

。`二 , O

; `
, , 一 艺 (一 l )

扔+ , 一 , `云。
, , ,

* 。价( 。
一 ,一 , ` ) ;

`功+ ” 一” , ,

左` 0

价: M
。

”
“ R

,

8 : “ R ”
“ R

, .

( s) 计算
:

.
生 / 刀 、 .

卫一 z n \ ,
_

, \ , + , ,
_

, 、 , + 。

一 ’
, ” 】 ” “ ` /

洲 \ s 尹
一

”
,
’ ” “ 一 ’

洲 \ s / Z m+ , + ` , 2’ + ” 十 ,二
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下面我们具体地算出一些特例
.

为了符号的简洁
,

即以 p一卜欢 表示 o价( p 一 `一才凌)
,

1 ) 。 。 。 一弃
。一 `。

,

之笼

2 ) 。 。
。

,

一 工 。一 ,。 , ,

斗冗

3 ) 占
。
占

’ `

~
1

8兀

。 一 ,。 , ,

一 土 , 一 3。
,

斗笼

` , “
。
“

’ ` ’

一

念
, 一“ ” ’

一

鑫
。一 “

` ,

P
三耘互队

一
5 ) 占

。
占( 4 , ~ 牛

。一 ,“ “ ,

5 2 龙

夕一 3占
, ’

+

15一阮
十6 ) 占

。
占( 5 ,

~ 上
。一 `。` , , 一

6斗兀

5 _ 2 _ ` ; 、

丁气了
叫

P
J J

、 “

1 6兀

一 5占
,

夕一 5占
,

7 ) 舀
` o

占
’

~
1 _ 1 、

二一 户 。

吕河

, ,

+ 生 。一 3。

斗兀

三
、

占(m ) (
x
) 和 x一 的乘积

我们先算 占(幻
。 x 一” ,

然后推广到 护“ , (劝
。 x一

,

利用上节得到的一些公式
,

本节的结果比较

容易得到
.

占。

(劣 ) ~
P 1

对 尤 2
+ 户2 ,

( 二一
”

)
。

( 二 )
1

( x Z
+ p Z

)
” 叠

(一 )了

(县)
p打

一:

2

1
2

夕一
/吸
、

川习间
占。

(二 ) ( 刃一
”

)
,

(劣 ) ~
1

二
(

x 刁 + 户,

)
” + ` )

, ’ ,十 ’ · ” 一“

( l) 对任意标准实数
,

友~ 一 1
。 , ` ,

,
·

… {号卜
我们有

{二
。
“ ·

(· ) (一
”

’
·

(
· ) ·

x ” 一 2凌d x 一

_ 、

/ ” 、
I

_
1 、 2 1 1 ~ 石 1 ,

.

1 比内` 乃一盯一研
\ 二 / 、 2 1 / 尸

’ ` ,

一 a X
二 ( x Z

+ p Z

)
” + ,

川艺间

之

(置铲伽
,
一。一、

·

(

一
“ ’
) 户2

一 a

(
x Z

+ 户2

)
n + `

[号]

(馨
丈寻上( )

, 2

一
“ ,

。

(一
, 一 * ,

)
, ( Z

n

) !

p Z

一
` 2 2”

(
n ! )

,

_ 一 2* / 2。 \

旦
_

/ , \

一

节欠
,

)忌 (一 `” 气
2 , )

`
·

(” 一 ’ 一 畏,
·

( 2 ) 设 甲 。 少
,

取标准实数
口 ,

使 (一
口 , 。

) 〕 甲 的支集
,

则有

{二
。
“ ·

(· ) (一 ,
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