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摘要 复杂系统与过程的数学建模需要用随机动力学 (stochastic dynamics) 的思想和方法. 随机

动力学的理论有着两种不同的数学表述: 随机过程 (stochastic processes) 和随机动力系统 (random

dynamical systems). 后者是比前者更为精细的数学模型, 它不但给出对应于每一个初值的随机过程,

还全面地描述不同初值的多条随机轨道如何同时随时间变化. 前者恰恰表述了有内在随机性的个体

的运动, 而后者则反映了多个相同的确定性个体同时经历同一个随机环境. 本文称这两种情形为内源

噪声和外源噪声. 两者都在化学和生物学中有广泛的应用. 近年来兴起的以图 G(V ,E ) 为基础的概率

布尔网络正是一类以 {0, 1}V 为状态空间的随机动力系统 (RDS). 本文介绍有关离散时间离散空间的

RDS, 同时也给出一个它在统计推断隐 Markov 模型的收敛速率估算中的应用.

关键词 Markov 链 随机映射 随机矩阵 概率布尔网络 随机梯度下降法 数学生物学
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1 引言

力学的基本单元是质点, 其运动完全由其质量、位置、速度和受的力决定. 与之相对应, 化学的基

本单元是分子. 一个分子具有极其复杂的内在结构, 而且化学反应的机理和快慢与反应分子们的内在

结构有着紧密的联系. 由于巨大的内在自由度和外在的复杂环境, 水溶液中一个化学反应的发生有很

大的随机性. 事实上, 大多数水溶液中的化学反应可以用非时齐的 Poisson 过程来描述. Poisson 过程

中的指数等待时间的速率,化学家们称为反应速率.因此从根本上来讲,化学反应系统是一个随机动力

学系统. 这样的认识在近年来单分子化学物理、单细胞的生物化学动力学和基因表达等建模中得以充

分的发挥 (参见文献 [1,2]). 可以证明, 以常微分方程组表述的古典确定性宏观化学动力学是由上面的

随机过程通过大数定律决定的 (参见文献 [3, 4]). Avogadro 数在此起到了决定性的作用.

以上对分子的讨论也同样适用于其他的由个体组成的种群动力学, 例如, 活组织内不同表型的细

胞,或者生态系统中众多的生物群体 (参见文献 [5,6]). 因为所有这些应用的需要,随机动力学的思想、

语言和方法正在应用数学中迅猛发展.在过去的半个世纪内,应用数学从以力学为主导,常微和偏微分
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方程的解及其计算为主题扩展成由确定性数学和随机数学齐头并进, 物理、生物和化学各有所取的庞

大学科.

在纯数学研究领域内, 有两个颇为不同的分支都为应用随机动力学提供理论基础, 它们分别是随

机过程 (stochastic processes)的理论和随机动力系统 (random dynamical systems)的理论.前者是古典

常微分方程的推广, 后者则为近代动力系统的延深. 大概地说, 对于应用数学来讲极为重要的是这两

门数学理论对随机性的来源有着不同的假设, 前者注重于每个独立的个体在其运动中的内在随机性;

而后者强调的是每个独立的个体的运动遵循着同一个运动规律,但是这个统一的运动规律在随机的变

化. 这两种想法恰好对应了生物随机动力学建模中的内源噪声 (intrinsic noise) 和外源噪声 (extrinsic

noise) 的区分.

为了能够用初等的数学方法将随机动力学模型的基本思想介绍给广大的科学工作者们, 我们仅

考虑离散时间 t ∈ N、离散状态空间 S 上的随机运动. 在随机过程的理论框架内, 以一步转移概率

pij = Pr{Xt+1 = j | Xt = i} (i, j ∈ S , t ∈ Z∗) 定义的 Markov 链 Xt 是广为人知的. 本文平行地讨论

随机动力系统, 或者更准确地讲, 随机映射 [7–9].

2 有限状态空间上随机映射及其定义的随机过程

2.1 有限状态空间上的确定性运动

给定一个离散空间上离散时间的动力系统 (S ,M): 对任意 i ∈ S , 存在唯一的 j ∈ S , j = M(i).

映射 M 可以用一个线性变换, 具体为矩阵 T , 来表示 (参见文献 [10]),

T = {Tij | i, j ∈ S , Tij = δj,M(i)}. (2.1)

我们称这样的 T 为确定性转移矩阵,它是映射 M 的线性算子表示,是退化的 Markov链转移矩阵. 矩

阵左乘一个向量在连续空间动力系统理论中对应的是 Perron-Frobenius-Ruelle 算子, 而矩阵右乘一个

向量在连续空间动力系统理论中对应的是 Koopman算子 (参见文献 [11]). 显而易见,一对一映射的 T

为置换矩阵, 是可逆的. 但是多对一映射的 T 不可逆.

2.2 独立同分布的随机映射族及其定义的 Markov 链

一个独立同分布的随机动力系统 (RDS)是由 (S ,Γ, Q)决定的, 其中集合 S 为状态空间, Γ为一

族 S → S 的映射, Q 为 Γ 的 σ- 域 F 上的概率测度, (Γ,F , Q) 为概率空间.

如果状态空间是有限的 n ≡ ∥S ∥, 则其上总共有 nn 个不同的映射. 如果赋予每个映射 Mi 一个

概率 αi, 那么由无穷长的同分布映射序列的迭代

· · · ◦Mtk ◦ · · · ◦Mt2 ◦Mt1 , Mtk ∈ Γ (2.2)

构成的集合定义了一个有限的子移位 (subshift of finite type). 这映射序列也对应着一个矩阵序列

Tt1Tt2 · · ·Ttk · · · , (2.3)

它是一个随机动力系统的表示. 如果初始状态 x ∈ S 已经给定, 那么我们可以用一个标准正交基 e⃗x

来表示此状态, 则

e⃗xTt1Tt2 · · ·Ttk · · · (2.4)
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定义了一条随机轨道. 如果 Ttk 是独立同分布抽样, 那么 (2.4) 中的轨道是 Markov 的. 此 Markov 链

的转移矩阵是

M =

nn∑
i=1

αiTi ≡ EQ[T ]. (2.5)

Perron-Frobenius-Ruelle算子的期望满足Kolmogorov前进方程, Koopman算子的期望满足Kolmogorov

后退方程. 在 RDS 的理论框架里, 随机过程的半群应作为某种算子的数学期望来理解.

如果 (2.5) 中的每个 Ti 都是可逆的, 那么M = {pij} 是双随机矩阵:∑
i∈S

pij =
∑
j∈S

pij = 1.

进一步,如果 (2.5)中的每个 Ti和它的逆 T−1
i ≡ Ti∗ 有同样的 αi = αi∗ ,那么由M 生成的平稳Markov

链是可逆 Markov 过程 (参见文献 [12]).

2.3 Markov 链的随机映射表示

既然 Markov 链的转移矩阵是一种数学期望, 那么一定有许多不同的 RDS 对应同一 Markov 链.

因此我们说前者是较后者更为精细的数学描述. 换用优化的语言, n× n Markov 转移矩阵的集合是一

凸集, 确定性转移矩阵是其顶点. 此观点对应 von Neumann-Birkhoff 定理在一般 Markov 链上的推广.

一些有趣的但尚未完全解决的数学问题自然出现. 例如,给定一个 Markov矩阵M ,其对应的 RDS至

少需要几个 T , 记为 κ∗(M)? 可以证明, κ∗(M) 6 n2 − n+ 1 (参见文献 [10]). 类似这样的问题的答案

在应用建模中将会是非常有用的.

熵和熵产生是随机系统里的两个重要概念. 它们起源于热力学, 而热力学的基础是分子和原子的

随机运动. 所以, 这两个概念自然而然在随机动力学的研究中出现. 香农的信息熵也与化学动力学里

的熵力有着紧密的关系 (参见文献 [13]).

一个以 {pij} 为转移概率的 Markov 链的度规熵 (metric entropy) 是

h = −
∑

i,j∈S

πipij ln pij , (2.6)

其中 {πi} 是此 Markov 链的平稳概率分布. 同一个 Markov 过程的拓扑熵可以如下得到. 首先引进矩

阵 A: 当 pij = 0 时, Aij = 0, 如果 pij ̸= 0, 则 Aij = 1. 此 Markov 过程的拓扑熵 η = lnλA, 这里 λA

是矩阵 A 的最大特征值. 可以证明 h 6 η. 当 Markov 链有 pij = 1
n , h = η = lnn. 作为 Markov 链的

特例, 独立同分布序列有 pij = αj . 于是独立同分布序列的度规熵为 hRDS = −
∑

i αi lnαi. 将这个结

果用到方程 (2.2) 中的序列, h 是独立同分布 RDS 的度规熵.

有了 RDS 度规熵的概念, Kifer [7] 和 Ye 等 [10] 研究了对于一个给定的 Markov 矩阵 M , 其对应

RDS 的最小度规熵的问题, 并证明了 hRDS > hMC. 对于给定的 M , 前面的等号不一定取得到, 所以

这是一个较松的下界.

2.4 非周期不可约 Markov 链的最大熵随机映射表示

在另一方向, 对于一个给定的非周期不可约 Markov 矩阵 M , 其对应 RDS 的最大度规熵有一个

很直观的结果 (参见文献 [10]). 在优化的理论中, 度规熵是一个凸函数. 它在一个凸集中存在唯一的

最大值. 下面的定理给出了最大值达到的显式条件及表达式.
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定理 1 对应非周期不可约 Markov 链的独立同分布 RDS 的度规熵为

hRDS 6 −
∑
j,k

Mjk lnMjk.

记确定性转移矩阵 T ≡ {Tij = δi,ti , i, ti ∈ S } 为 Pt1,t2,...,tn , 则对应上面等号的 RDS 赋予 Pt1,t2,...,tn

概率

at1,t2,...,tn =
n∏

k=1

Mktk . (2.7)

证明 计算可得

−
n∑

j,k=1

Mkj lnMkj − hRDS = −
n∑

j,k=1

( ∑
ik=j

aii,i2,...,in

)
lnMkj − hRDS

= −
n∑

i1,i2,...,in

aii,i2,...,in ln

( n∏
k=1

Mkik

)
− hRDS

=
n∑

i1,i2,...,in

aii,i2,...,in ln

(
aii,i2,...,in∏

k Mkik

)
> 0.

证毕.

2.5 独立同分布的随机映射下 Markov 链的同步

RDS理论框架下的一个新课题是不同初值多条随机轨道有 “同步” (synchronize)的可能性. 例如,

随机映射族含有一确定性转移矩阵为多对一, 那么在这个映射的作用下, 多条轨道会并成一条. 之后

所有的轨道将永远保持在一起. 此现象称为同步. 如果随机映射族含有的每个确定性转移矩阵皆为可

逆的置换矩阵, 那么此 RDS 不会同步. 有关同步有如下定理, 其证明可见文献 [10], 在此省略.

定理 2 对应 Markov 链 M 的最大度规熵 RDS 会同步的充分必要条件是 M 有唯一的吸收互

通类, 而且此互通类非周期.

同步的概念起源于非自治的动力系统理论 [14]. 近年里, 它被 Lin 等 [15] 应用到神经网络动态涌现

(emergent) 行为的描述. 最大度规熵 RDS 的同步也与 Markov 链的 Doeblin 偶合方法有着密切的关

系. 前者为后者提供了一个直观的理解.

3 随机映射应用的两个例子

这里仅讨论有限状态的随机映射的应用. 有关连续状态的随机动力系统的应用,参见专著 [14,16].

3.1 概率布尔网络 (probabilistic Boolean network) 的动力学

确定性的布尔网络动力学 (Boolean network dynamics)正是有限状态确定性动力系统的一个极好

的例子. 它是一类特殊的离散时间有限状态空间 S = {0, 1}V 上的运动, 其中 V 是图 G(V ,E ) 上的

节点的集合. 这类数学模型在研究神经网络 [17]、细胞信号调控 [18] 和系统生物学 [19] 中被大量地运用.

带有随机性的布尔网络则在近代生物学中有着更加广泛的应用. Kauffman [20] 首先在 20 世纪 70 年
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代就研究了以随机图为基础的 random Boolean networks. 在机器学习中被广为用到的 Boltzmann 机

是确定性布尔神经网络的一个概率版本 (参见文献 [21, 22]). 同样的思想也被运用到了细胞环调控网

络的动力学 (参见文献 [23,24]).

上面提到的随机模型都是以随机过程为基础的. 而确定性布尔基因调控网络的另外一种随机推广,

称作概率布尔网络 (probabilistic Boolean networks, PBN) [25],是一个由细胞的随机环境决定 (context-

sensitive) 的随机动力系统: 在给定的环境下, 不同细胞个体内的基因的调控取决于同一个确定性的布

尔网络. 不同的细胞的运动为同一个随机动力系统中不同的随机轨道. PBN 同时有一个新的特征: 它

的每一个确定性环境持续一段随机的时间, 以几何分布来描述. 因此, PBN 在映射层面更类似一个准

Markov 过程 (Q process) 而非独立同分布 Markov 链, 其定义的随机轨道一般不再有 Markov 性.

受这些应用领域里工作的启发, 我们引进布尔网络上的随机动力学 (stochsatic Boolean network

dynamics, SBND). 一个确定性的映射为 f = (f1, f2, . . . , fK) : {0, 1}V → {0, 1}V , K = ∥V ∥:

si(t+ 1) = fi(sj1(t), sj2(t), . . . , sjki
(t)), (3.1)

其中 si (fj ∈ {0, 1}, j1, j2, . . . , jki) 是与图上 i 点相邻的点. 我们将引进符号 Ni 作为所有与点 i 相邻

的点的集合: Ni ≡ (j1, j2, . . . , jki) ⊂ V . 于是, 一个 random Boolean network的集合 Ni 可以是随机的,

它表示一种图 G(V ,E ) 的结构的随机性, 而 PBN 则是在一族不同的映射中随机地一个一个取. 它们

的区别并非本质, 只是先引进一个图的结构, 然后再在选定的图上定义映射.

选定一个随机映射 f = (f1, f2, . . . , fK), 以及一个随机时间段 τ ∈ N, Pr{τ = k} = (1− β)βk−1, 此

非独立同分布 RDS 定义的随机迭代为

s(t) = (f (t) · · · ◦ f (t)︸ ︷︷ ︸
τt

◦ · · · ◦ f (2) · · · ◦ f (2)︸ ︷︷ ︸
τ2

◦ f (1) ◦ f (1) · · · ◦ f (1)︸ ︷︷ ︸
τ1

)s(0). (3.2)

独立同分布的 RDS 有 β = 0, 于是 τ ≡ 1.

(3.2) 中的非 Markov 轨道可以用准 Markov 过程的思想来理解. 考虑每一个映射 f (i) 和概率 αi.

引入准映射

f i◦τ ≡ f (i) ◦ f (i) · · · ◦ f (i)︸ ︷︷ ︸
τ

, τ = 1, 2, . . . , (3.3)

的全体的集合: {f i◦τ | i = 1, 2, . . . ,K; τ = 1, 2, . . .}. 赋予准映射 f i◦τ 概率

pi(τ) = αi(1− βi)β
τ−1
i , βi 6 1. (3.4)

注意到状态空间 S = {0, 1}V 是有限的, 因此所有的准映射的集合是有限的. 于是在概率 (3.4) 的意

义下, 它们构成了一个准独立同分布 RDS. 若 f (i) 用一个矩阵 T 来表示, 则 f i◦τ 的表示为 T τ . 由以

上准独立同分布 RDS 定义的非 Markov 平稳随机过程的一步转移概率是 RDS 的矩阵的期望为

∑
i

∞∑
τ=1

pi(τ)T
τ
i =

∑
i

αi(1− βi)Ti

∞∑
τ=1

(βiTi)
τ−1

=
∑
i

αiTi

[
I− βiTi

1− βi

]−1

.

1697



马易安等: 随机动力学: 内源与外源噪声的数学模型及其应用

定义 1 如果 n 状态空间 S 上的映射 M 的 n 次迭代的矩阵表示为

T n =



0 · · · 0 1 0 · · · 0

0 · · · 0 1 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 1 0 · · · 0


, (3.5)

我们称映射 M 有唯一的吸收态.

显而易见, M 有唯一吸收态当且仅当其确定性转移矩阵 T 有唯一非零特征值, 且此特征值为 1.

以下是两个例子: 

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1


和



0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1


,

它们的吸收态是状态都为 5: 1→ 2→ 3→ 4→ 5; 1→ 2→ 5← 4← 3. 有唯一吸收态的映射的确定性

转移矩阵可以表示成上三角形和对角线上唯一一个 1.

定理 3 准独立同分布 RDS, 若存在一映射有唯一吸收态而且其 τ ̸= 1, 则此 RDS 会同步.

证明 设 f (1) 为有唯一吸收态的确定性映射, 则当 τ > n 时, f1◦τ 有矩阵表示, 具有形式 (3.5),

而且其概率非零. 因此准独立同分布 RDS 会同步.

3.2 隐 Markov 模型统计推断的收敛速率

动力学的思想与 Monte Carlo 抽样方法 [26] 的结合引导出了现今统计学的一个新研究方向 (参见

文献 [27]). 非梯度系统和非对称 Markov 链正在拓广传统的、具有细致平衡的 Metropolis-Hasting 算

法 [27,28]. 这与以不可逆Markov过程为基础的非平衡态统计热力学的发展遥相呼应 (参见文献 [12,29]).

近年来在大数据的推动下, 随机梯度 Monte Carlo 抽样方法 [30, 31] 快速发展, 并与不可逆 Monte Carlo

抽样方法结合 [31–33] 产生了既高效、又能处理大量数据的 Bayes 推断方法. 这些方法需要假设数据具

有独立同分布的属性. 这一属性在很大程度上限制了随机梯度 Monte Carlo 抽样方法可以应用的范

围. 例如, 在对时间序列的分析中, 假设数据独立同分布也就是意味着数据之间没有时间顺序. 因此,

如何将随机梯度 Monte Carlo 抽样方法推广到具有相关性的数据中成为了目前研究的重点 (参见文

献 [34]). 我们从隐 Markov 模型 (HMM) 入手, 考察如何推广随机梯度 Monte Carlo 抽样方法对大规

模时间序列数据进行机器学习.

隐 Markov 模型及其变体在连续的和离散的时间序列数据分析中有着广泛的应用. 它假设观察到

的数据 Xt 概率依赖于隐含变量 Yt, 而离散隐含变量 Yt 以转移概率 pyy′ 遵循 Markov 过程. 于是,

(Xt, Yt) 是个二元 Markov 链, 其转移概率为

Pr{Xt+1 = x′, Yt+1 = y′ | Xt = x, Yt = y} = g(x′ | y′)pyy′ , (3.6)

其中 pyy′ 是 Markov过程 Yt 的转移概率矩阵,而 g(x | y)是当隐 Markov状态为 y 时观测量为 x的概

率. 隐 Markov 模型是最简单的动态 Bayes 网络, 它在包括语音识别、计算生物、机器翻译、密码分析
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和量化金融等诸多领域中都是强有力的分析工具. 通过推断模型参数和隐含变量, 我们可以进一步对

数据作出分类和预测. 当数据量非常庞大时, 对隐 Markov 模型的统计推断不仅耗费大量的计算资源

和时间, 还会产生计算误差, 甚至造成数值稳定性的问题. 因此, 我们考虑对依赖于全部数据集的统计

量, 仅用一部分数据来计算它的统计估计. 如何选取这些互相之间不独立的数据取决于隐 Markov 模

型对隐变量的边缘概率的收敛速率.

由 (3.6) 可得, 当观测得到序列 x1, x2, . . . , xN 时, 隐 Markov 状态为 y0, y1, . . . , yN 的条件概率是

Pr{Y0 = y0, . . . , YN = yN | X1 = x1, . . . , XN = xN}

= Z−1(x1, . . . , xN )

N∏
k=1

g(xk | yk)× πy0

N∏
k=1

pyk−1yk
,

其中 π⃗ 为初分布,

Z(x1, . . . , xN ) =
∑

y0,...,yN

πy0

N∏
k=1

[g(xk | yk)pyk−1yk
]. (3.7)

而现时的隐 Markov 状态为 yN 的条件概率是

ρN = Pr{YN = yN | X1 = x1, . . . , XN = xN}

= Z−1(x1, . . . , xN )
∑

y0,...,yN−1

N∏
k=1

g(xk | yk)× πy0

N∏
k=1

pyk−1yk
, (3.8)

我们注意到计算 (3.7) 和 (3.8) 的关键是一串矩阵相乘. 如果没有 g(xk | yk) 项, 所有的矩阵都是相同

的 P ≡ {pyy′}. 但是, 如果考虑到 g(xk | yk) 项, 那么矩阵 D(x) ≡ {g(x | y′)pyy′} 是观测量 x 的函数.

D(x) 是非负对角矩阵 G(x) ≡ {g(x | y′)δyy′} 和 P 的乘积. (3.7) 和 (3.8) 含有一串不同的 D(x) 矩阵

的乘积, 称为非齐矩阵积 (non-homogeneous matrix product). 考虑非归一化的边缘概率分布 pN ,

pN = πD(x1)D(x2) · · ·D(xN ), ρN =
pN

⟨pN ,1⟩
. (3.9)

当 N →∞ 时, 如下有两个基本的数学问题是被广为关注的:

(1) 标量的极限,

lim
N→∞

1

N
ln

{
π

( N∏
k=1

D(xk)

)
1

}
, (3.10)

其中 1 = (1, 1, . . . , 1)T. 此数学问题与一维自旋玻璃的配分函数 [35] 或随机异聚高分子 (random het-

eropolymer) 的构象 [36] 的计算异曲同工: 用最大 Lyapunov 指数来描述随机矩阵乘积的渐近行为. 自

旋玻璃的平均场理论特别注重于计算当 {xk | 1 6 k 6 N} 为正态分布时 lnZ(x1, . . . , xN ) 的数学

期望 [37].

(2)条件概率分布 ρN 当 N →∞时的极限的收敛速率.这是乘法遍历定理 (multiplicative ergodic

theorem) 范畴内的课题 (参见文献 [16]). 始于两个不同的分布 ρ0 和 ρ′
0, ∥ρN − ρ′

N∥ → 0 是指数收敛

的. Atar 和 Zeitouni [38] 证明了收敛的速率的上界为序列 {pk} 最大的两个 Lyapunov 指数 λ1 和 λ2

的差:

lim sup
N→∞

1

N
∥ρN − ρ′

N∥ 6 λ2 − λ1. (3.11)
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这个上界是几乎处处可达到的. 有趣的是, λ2 − λ1 可以用 RDS 的思想与方法来估算 (参见文献 [39]).

记 S 上概率分布 ρ 的分量为 (ρ1, ρ2, . . . , ρn). 引进可逆变换, 它是保 Lyapunov 指数的,

ρ↔ r ≡
(
ln

ρ1
ρn

, . . . , ln
ρn−1

ρn
, 0

)
. (3.12)

ρk 作为 k 的函数定义了一个 Rn−1 上的随机映射 rk = d(yk)+F (rk−1),其中 d(yk)是一个与 rk−1 无

关的随机移动, 取决于随机事件 yk, F 是一个确定性映射:

d(yk) =

(
ln

g(1 | yk)
g(n | yk)

, . . . , ln
g(n− 1 | yk)
g(n | yk)

)
, (3.13)

F (r) =

(
ln

∑n
j=1 e

rjpj1∑n
j=1 e

rjpjn
, . . . , ln

∑n
j=1 e

rjpj,n−1∑n
j=1 e

rjpjn

)
. (3.14)

这个 RDS 的最大 Lyapunov 指数 λr,max 恰为 λ2 − λ1. 而且 λr,max 有表达式

λr,max = lim sup
N→∞

1

N
ln ∥J(rN−1) · · ·J(r0)∥, (3.15)

其中 J(r)是确定性映射 F (r)的 Jacobi矩阵. 它与随机项 yk 无关.因此, (3.15)的计算完全没有随机

性. 它为有效地估算隐 Markov 模型统计推断的收敛速率提供了新的方法 (参见文献 [39]).

4 结论

动力系统不仅仅是数学与物理学里的研究领域. 非线性动力系统的思想与方法更是近代科学, 包

括化学、生物、甚至是经济、社会学理论思维的基础. 这些复杂系统的行为有别于古典力学系统; 一

个重要的特征是, 无法忽略的内源的和外在的随机性. 近年来的研究表明, 非线性动力系统的分枝现

象与随机性相结合导致了凝聚态物理学里 “相变” 和 “对称破缺” 的概念 (参见文献 [40]). 这些思想

正跟随着应用数学在进入细胞生物学 (参见文献 [6]), 给出非基因表型差异更为严格的和定量的诠释.

从应用数学方法来讲, 随机过程和随机动力系统都是随机动力学 (stochastic dynamics) 的一部分. 较

之自 Newton 已被研究了三百多年的确定性动力学, 随机动力学前景广阔 (参见文献 [41]).
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Stochastic dynamics: Models for intrinsic and extrinsic noises

and their applications
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Abstract Mathematical modeling for complex systems and processes requires concepts from and techniques

for stochastic dynamics. The theory of stochastic dynamics has two different mathematical representations:

Stochastic processes and random dynamical systems. The latter is a more refined mathematical description

of reality; it provides not only a stochastic trajectory following one initial condition, but also describes how

the entire phase space, with all initial conditions, changes with time. The former represents the stochastic

motion of individual systems with intrinsic noise while the latter describes many systems experiencing a common

deterministic law of motion which is changing with time due to environmental fluctuations. We call these two

situations with intrinsic and extrinsic noises; both have wide applications in chemistry and biology. The recently

developed, graph G(V , E ) based probabilistic Boolean networks is precisely a class of random dynamical systems

(RDS) with discrete state space {0, 1}V . This paper introduces discrete-time RDS with discrete state space as

well as discusses its applications in estimating a rate of convergence in hidden Markov model inference.

Keywords Markov chain, random transformation, random matrices, probabilistic Boolean network, stochas-

tic gradient descent, mathematical biology
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