
风沙两相流中的跃移运动＊＊＊

朱久江①②　匡震邦③　邹学勇②　刘玉章③

(①中国科学院力学研究所非线性连续介质力学开放实验室 ,北京 100080;

②中国科学院沙漠研究所风沙物理与沙漠环境实验室 ,兰州 730000;

③上海交通大学工程力学系 ,上海 200240)

摘要　　从单个跃移沙粒在气流中的运动方程出发 ,导出了风沙两相流中沙粒相速

度分布函数的 Boltzmann方程;并以此将单相颗粒流理论中的广义平衡方程推广到

气固两相流的情形.提出用 Grad方法将粒子相速度分布函数展成无穷级数 , 并引

入Gauss分布取代单相颗粒流理论中传统的Maxwell分布.在保留到 3次项的情况

下 ,建立了气体-颗粒两相湍流边界层三阶矩封闭理论的动力学方程组.并在风洞频

闪摄影实验的基础上 ,对理论进行简化 ,得到便于工程应用的简化方程.
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风沙流是发生在边界层中的两相湍流流动 ,Bagnold[ 1]将风沙流运动分为悬移 、跃移和蠕

移 3种基本形式 ,其中跃移运动粒子是沙量传输的主要运动形式 ,也是对工农业生产产生巨大

危害的一种运动形式.长期以来 ,关于风沙运动的理论基本上是经验或半经验的.Owen
[ 2]
通

过单一形状轨道假定 ,揭示了粒子对风速的反作用是不可忽视的 ,必须采用双向耦合的模型.

为了克服单一轨道假定的缺点 ,同时又能考虑沙粒的群体特性与风速的相互作用 ,人们将注意

力更多的集中到沙粒的起跃速度分布上 ,如文献[ 3 ～ 6] .Anderson等
[ 7]
对这种方法进行了综

述.从风沙物理学的学科发展角度看 ,非常需要将微观研究与宏观研究结合起来 ,在微观与宏

观之间架起一座桥梁.建立风沙两相流的双流体流动模型.本文建立了气体-颗粒两相流的

完整的三阶矩封闭理论 ,并在实验的基础上得到可应用于工程的简化方程.

1　颗粒相的速度分布函数和广义平衡方程

人们经过长期研究之后发现[ 8] ,在风沙流中 ,跃移层与地表蠕移层不断发生质量 、动量和

能量的交换 ,沙粒在地表发生的碰撞过程 ,使得风沙流具有颗粒流的基本特征 ,即每颗沙粒的

运动完全是随机的 ,无序的.根据风沙流特点对跃移运动作如下假定:①.粒子都有相同的粒

径和质量.②.在一个微小的代表性体积元内 ,跃移层内粒子是随机分布的 ,即粒子的宏观运

动状态可以用粒子相速度分布函数加以描述.③.粒子相的转动效应可以略去不计.
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④.粒子对气流脉动不产生响应 ,气流对粒子的阻尼 ,只取决于粒子相对于气流的时均流速.

因为本文只限于研究粒子的跃移运动 ,此时 Rouse数:Ro=τvg/(κu ＊) 1 ,在这种情况下 ,粒

子通过气流时 ,来不及对高频的气流脉动产生影响 ,于是随机力的作用可略去不计.

设气流的密度为 ρa ,粘性系数为 μa , 运动速度为 u ,若 t时刻处于空间点 r[其空间坐标为

(x , y , z)] 处 ,有一直径为 D的球形粒子 ,其质量密度为 ρp ,运动速度为 υ,作用于该粒子上的

作用力为 F(υ, r , t).于是在重力场中 ,它的运动方程可表示为:

m
dυ
d t
=F , 　F =FD +mg , (1)

其中

FD = mβ(u -υ), 　m =πD3ρp/6 , (2)

β = fD(Re)/τv , 　τv =ρp D
2/18μa. (3)

根据 Rudinger[ 9] , fD可近似表示为:fD(Re)≈1 +Re
2/ 3
/6 ,其中:Re =ρaD|u -υ|/ μa =

D |u -υ|/ν为粒子运动 Reynold数.于是 β可近似表示为:

β =[ β0 +β1|u -υ|
2/3] ,

β0 =18μa/(ρp D
2
), 　β1 =3ρaν

1/3
/(ρp D

4/ 3
),

(4)

式中 τv 为粒子运动的速度松弛时间.我们并不打算跟踪每个粒子 ,我们只关心粒子的群体运

动特性 ,为此引入速度分布函数 f(υ, r , t).设 t 时刻 ,位于空间点 r 处的体积元 dΨr(=d x

dy dz)内运动速度介于 υ与υ+dυ之间的粒子数为 f(υ, r , t)dΨrdΨv(其中 dΨv =dv x dv y

dvz),则颗粒相速度分布函数的 Boltzmann方程为:

 f
 t
+υ·

 f
 r
+

1
m
F·
 f
 υ
+

1
m
f
 
 υ
·F =DC f , (5)

式中“·”为点积 ,( / υ)·F是由间隙流体的粘性阻尼引起的.DC f 表示某空间固定点处因粒

子间的相互碰撞而引起的速度分布函数 f 的变化率.由于在跃移层内粒子的平均自由程比粒

径大一个数量级以上 ,因此可以略去碰撞效应[ 10 , 11] ,在以后的讨论中略去此项.

设在 t 时刻位于空间点 r 处的单位体积内所包含的粒子个数为n(r , t),则 n 称之为粒子

相的数密度 ,由定义我们有

n =∫f(υ, r , t)dΨv =∫
∞

-∞∫
∞

-∞∫
∞

-∞
f(υ, r , t)d v x d vy dv z , (6)

其中的积分遍及整个速度空间.对于任意粒子属性 ψ=ψ(υ, r , t)(可以是标量 ,矢量或张

量),定义它对应的宏观量为平均值:

〈ψ〉 =
1
n∫ψ(υ, r , t)f(υ, r , t)dΨv , (7)

特别地当 ψ=υ时 , υ=〈υ〉,则  υ为粒子相的平均速度.令 C =υ- υ,则 C称之为粒子相

的脉动速度 ,或

υ= υ+C. (8)

由(8)式可将任意粒子属性 ψ表示为脉动速度C的函数 ,于是(7)式又可改写为:

〈ψ〉 =
1
n∫ψ(C , r , t)f(C , r , t)dΨC. (9)

　　从(5)式出发 ,我们可以证明(见附录A)风沙两相流中颗粒相的粒子属性变化率方程或广
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义平衡方程为

 
 t
〈nψ〉+Δ·〈nυψ〉 = n〈Dψ〉, (10)

Dψ=
 ψ

 t
+υ·

 ψ

 r
+

1
m
F ·
 ψ

 υ
. (11)

取 ψ=m ,则 Dψ=0 ,由(10)式得:

Dρ

Dt
+ρΔ· υ=0　;　D

Dt
= 
 t
+ υ·  

 r
, (12)

上述诸方程中的微观基本变量为(υ, r , t),但用(C , r , t)作微观基本变量更方便 ,即:

ψ(C , r , t)=ψ( υ(r , t)+C , r , t). (13)

因此 ,保持 υ不变和保持C不变时的 ψ/ t和 ψ/ r 是不同的 ,它们之间的关系可由(13)式

导出.我们约定 ,今后如不作特殊说明 ,
 
 t
,
 
 r
都为保持 C不变.由(11)式可得

Dψ=
Dψ

Dt
+

1
m
F -

D υ
 t ·

 ψ

 C
+C·

 ψ

 r
-C·

 ψ

 C
·
  υ
 r , (14)

于是粒子属性变化率方程(10)用脉动速度 C表示时为

ρ
D〈ψ〉
Dt

+Δ·〈ρCψ〉 =ρ〈Dψ〉, (15)

其中 Dψ由(14)式给出.把 ψ=C代入(15)式 ,得粒子相的动量平衡方程为

ρD υ
Dt
=-Δ· Ρ+b ,

P =〈ρCC〉 , b = n〈F〉 =∫F f(C , r , t)dΨc ,
(16)

对于 ψ=ψ(C)的情形(即 ψ不是 r 和 t 的函数),利用(16)式又可将广义平衡方程简化为

ρ
D〈ψ〉
Dt

=Δ· P · 〈
 ψ

 C 〉
-Δ·〈ρCψ〉-ρ〈

 ψ

 C
C 〉∶

  υ
 r
+

ρ

m 〈F·
 ψ
 C 〉

-〈F〉· 〈
 ψ

 C 〉
. (17)

2　气体-颗粒两相流的三阶矩封闭理论及其在二维定常情况下的简化

定义 N 阶矩为

Mi
1
i
2
…i

N
=〈Ci

1
Ci

2
…C i

N
〉, (18)

取 ψ=CkCl , 并代入(17)式可得二阶矩平衡方程为

ρ
DMkl

Dt
+  
 r i
(ρMikl)+2P i(l

  v k)

 r i
=2

ρ

m
〈F(kCl)〉, (19)

取 ψ=CkClCm ,将 ψ代入(17)式 ,可得三阶矩平衡方程

ρ
DMk lm

Dt
+
 
 r i
(ρM iklm)+ρMilm

  v k

 r i
+Mikm

  v l

 r i
+M ikl

  vm

 ri
=　　　　　　　　　

　
 P ik

 r i
M lm +

 P il

 r i
Mkm +

 P im

 r i
M kl +

ρ

m
(〈FkClCm〉+
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　〈F lCkCm〉+〈FmCkCl〉-〈Fk〉Mlm -〈F l〉M km -〈Fm〉M kl). (20)

注意到在三阶矩的平衡方程中 ,相应的扩散项涉及四阶矩.同样在 N 阶矩平衡方程中 ,相应

的扩散项涉及 N +1阶矩 ,因此和湍流理论一样 ,在实际应用中必须作某种截断处理才能得到

所需要的封闭方程.在颗粒流理论中传统的处理方式为:模仿 Grad[ 12]处理稀薄气体的手段

将分布函数在Maxwell分布附近展成无穷级数[ 10] ,但在风沙流边界中 ,由于三个方向运动特

性的差异 ,使得颗粒相的速度分布函数是强各向异性的 ,这已为风洞频闪摄影实验所证实.为

此我们尝试引进分布函数 f 0 , 设它服从如下的 Gauss分布而不是气体分子运动论中的

Maxwell分布.令:

f 0(C , r , t)=
n

[ 2π] 3/2[ detM] 1/2exp -
1
2
C·M-1 · CT , (21)

其中 M 为三维的二阶对称张量 ,其分量为由(18)式所定义的二阶矩 ,detM 为矩阵M 的行列

式 ,M
-1
为 M 的逆.对于任意粒子属性 ψ(C , r , t)定义如下的平均值:

〈ψ〉0 =
1
n∫ψ(C , r , t)f 0(C , r , t)dΨc , (22)

定义 f 0(C , r , t)的特征函数 φ(η, r , t)为

φ(η, r , t)=〈exp{ -1η· C}〉
0
=exp -

1
2 ηMη

T
, (23)

利用公式 e x=1+x + 1
2 ！

x
2+…和特征函数的基本性质容易验证

〈Ci
1
C i

2
…Ci

N
〉

0
=0 , 　当 N 为奇数时 , (24)

〈CkCl〉
0 =Mk l. (25)

应用 Grad方法 ,设速度分布函数 f(C , r , t)为在 f 0(C , r , t)附近展成的无穷级数

f(C , r , t)= 1+∑
+∞

P=1

(-1)P
ai

1
i
2
… i

P

P ！
 P

 Ci
1
 Ci

2
… Ci

P

f 0(C , r , t). (26)

于是对于任意粒子属性 ψ(C , r , t)有

〈ψ〉 =〈ψ〉0 +∑
+∞

P=1

a i
1
i
2
… i

P

P ！ 〈

 Pψ

 C i
1
 Ci

2
… Ci

P
〉

0

. (27)

由(24)～ (26)式以及粒子数密度 n ,平均速度  υ,二阶矩 Mkl 的定义可得:a i =0 , a ij =0 , 因

此(26)式又可改写为

f(C , r , t)= 1 +∑
+∞

P=3

(-1)P
a i

1
i
2
… i

P

P ！
 

P

 Ci
1
 Ci

2
… C i

p

f 0(C , r , t). (28)

所以在只考虑到二阶矩(即在上式中当 P≥3时 ,令 a i
1
i
2
…i

P
≡0)时 , f(C , r , t)=f 0(C , r , t),

这也是在(21)式构造 f 0时所预先考虑到的.由三阶矩的定义和(27)式又可得

Mlmn =〈C lCmCn〉 =〈ClCmCn〉
0 +

a ijk

3 ！ 〈

 3(ClCmCn)
 C i Cj Ck 〉

0

.

利用(24)式可得:M lmn =a lmn , 所以

f(C , r , t)= 1-
Mijk

3 ！
 3

 Ci Cj Ck
+∑

+∞

P=4

(-1)P
ai

1
i
2
… i

P

P ！
 P

 C i
1
 Ci

2
… Ci

P

f 0(C , r , t).

(29)
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由四阶矩的定义和(27)式 ,又可得

Mlmnp =〈ClCmCnCp〉
0 +al mnp =

 
4
φ

 ηk ηl ηm ηn
|η=0 +a lmnp . (30)

将(23)式展开到 4次项 ,代入上式可得

M klmn =Mk lMmn +MkmMln +MknMlm +almnp. (31)

利用(31)式可将(20)式改写为

ρ
DMk lm

Dt
+
 
 r i
(ρa iklm)+P ik

 M lm

 r i
+P i l

 Mkm

 ri
+P im

 M kl

 r i
+ρM ilm

  v k

 ri
+

Mikm
  v l

 r i
+M ikl

  vm

 ri
=
ρ

m
(〈FkClCm〉+〈F lCkCm〉+〈FmCkC l〉-

　　　　　　　　〈Fk〉M lm -〈F l〉Mkm -〈Fm〉Mkl). (32)

作为三阶矩封闭理论我们假定粒子相的系统状态参数为:n , v i ,M ij , Mijk .粒子相的任意宏

观量都可以表示为粒子相的系统状态参数的函数 ,即假定在(28)式中 4 次项以上的系数

a i
1
i
2
… i

P
都可以用粒子相的系统状态参数来模拟.和湍流理论一样 ,一般说来对高次项的系数

应根据实验经验加以模拟.在缺乏实验经验的情况下 ,可以模仿 Jenkins和 Richman[ 10]截断

到3次项 ,即当 P ≥4时 ,令 a i
1
i
2
… i

P
≡0.本文中以下只考虑这种情况.于是(12)、(16)、(19)、

(32)式再加上气体的运动方程就构成了完整的三阶矩理论封闭方程组.

对于充分发展的二维定常边界层问题 ,假定:①v z =0和②一切宏观量都只是 y 的函数 ,

与时间 t 以及 x , z 无关.即 f(C , r , t)只是 y 的函数 ,因而又可称为广义一维定常问题.由

假定 ①知 , 此时质量守恒方程(12)简化为:
 
 y
(ρ vy)= 0 , 由此可得 ρ v y ≡ const , 又因

lim
y※+∞
(ρ v y)=0 ,从而 ρ vy =0 ,所以  vy =0 ,即在充分发展的定常问题中粒子相的平均速度 ,只

有 x 方向的分量且不随 x 变化 ,记为  v(y).在此情形下我们又可得:任意宏观量经算子
D
Dt
=

 
 t
+ v i

 
 ri
作用后恒为零.同理气相速度只有 x 方向的分量u(y).如前所述 ,我们假定粒子

的运动不会影响气相的湍流结构 ,因此单相湍流边界层中的 Prandtl混合长度理论仍然成立 ,

粒子对气流的作用可简单地简化为气流对粒子阻力的反作用力.设气相的切应力为 τa ,粒子

相的切应力为 τs ,则气固混合物沿 x 方向的动量方程简化为

 (τa+τs)/ y =0 或 τa +τs =τ0 , (33)

其中τ0为常数 ,是边界层中总的切应力 , τs =-ρM 12 ,由Prandt l混合长度假定可得τa =ρa(κy

du/dy)2 ,于是气相的运动方程为

ρa(κy du/dy)2 =τ0 +ρM12 , (34)

其中 κ为 Karman常数.由假定 ②知:在颗粒相的各阶矩中 ,其下标含有 3的量都退化为零.

于是在充分发展的二维定常边界层中 ,三阶矩封闭理论的基本未知量为

u , ρ, v ,M 11 ,M 12 , M 22 , M 111 ,M 122 , M112 , M 222.

(21)式退化为

f 0(C , r , t)=
n

2π M11M 22 -M
2
12

·
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exp -
M11M 22

(M 11M 22 -M
2
12)

C
2
1

M 11
-

2M 12C1C2

M 11 M 22
+

C
2
2

M 22
, (35)

于是可将三阶矩封闭理论的基本方程组简化为

ρa κy
d u
dy

2

=τ0 +ρM 12 ,

d
dy
(ρM 12)=ρ[〈β〉(u - v)-〈βC1〉] ,

d
dy(ρM 22)=-ρg -ρ〈βC2〉,

d
dy
(ρM 222)=-2ρ〈βC2C2〉,

d
dy
(ρM 112)+2ρM 12

d v
dy
=2ρ[〈βC1〉(u - v)-〈βC1C1〉] ,

d
dy(ρM 122)+ρM 22

d v
dy =ρ[ 〈βC2〉(u - v)-2〈βC1C2〉] ,

M12
dM 11

dy
+M111

d v
dy
=[(〈βC1C1〉-〈β〉M 11)(u - v)+

　　〈βC1〉M 11 -〈βC1C1C1〉] ,

M12
dM 22

dy
+2M 22

dM12

dy
+M 222

d v
dy
=

　　[(〈βC2C2〉 -〈β〉M 22)(u - v)+〈βC1〉M 22 +

　　2〈βC2〉M 12 -3〈βC1C2C2〉] ,

M22
dM 11

dy
+2M 12

dM12

dy
+2M 122

d v
dy
=

　　[ 2(〈βC1C2〉-〈β〉M 12)(u - v)+〈βC2〉M 11 +

　　2〈βC1〉M 12 -3〈βC1C1C2〉] ,

M22
dM 22

dy
=[〈βC2〉M22 -〈βC2C2C2〉] ,

(36)

其中的 β由(4)式确定.在方程组(36)中含〈…〉的项用(29)式计算.

3　实用简化方程

我们在吹气式直风洞中进行了风沙两相湍流边界层运动的实验研究(由于篇幅关系 ,本文

略去).将实验结果在 0.04m以内求平均值可得在本文实验条件下:

M 11 =1.772m2/s2 , M12 =-0.472m2/s2 ,

M 22 =0.179m2/s2.
(37)

实验结果还表明 M222比M 22小一个数量级以上.三阶矩的结果比较分散 ,我们的实验得不到

满意的结果 ,因而只能作出适当的估计.粒子的密度可以用粒子质量流量 q和粒子相平均速

度 v 来计算ρ=q/ v ,实验结果表明 ,粒子相密度 ρ的值沿高度 y 大约呈现负指数衰减 ,可近

似表示为
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ρ=exp{-54.75y}, (38)

其中 ρ的单位为 kg/m
3
, y 的单位为 cm.实测得到的密度值与拟合曲线的对比如图 1所示;

这一结论在现有文献中也有报道 ,如吴正[ 13] ,Nalpanis等[ 3] .

由第 2节知 ,在二维充分发展的气体-颗粒两相湍流边界层中 ,三阶矩封闭理论的动力学

基本方程组由(36)式给出.在一般情况下所有方程都是耦合的.另一方面就作者目前的实验

条件而言 ,实验精度无法保证准确测量三阶矩的值.这些都给方程组的求解带来了困难.为

此我们可以根据上面指出的实验数据的数量级对(36)式作进一步的简化 ,得到如下的近似解

(细节略去):

ρ=ρ0e
-

gy

M
22
, 　　M 222 =0 , 　　M22 =const ,

M12 =const , 　　M 11 =const ,
(39)

ρa κy
d u
dy

=τ0 +ρ0 M 12e
-

gy

M
22
,

-
gM 12

M 22
=β0(u - v)+β1(u - v)

5/3
+

2
3
β1(u - v)

-1/3
M 11.

(40)

图 1　粒子相密度及其拟合曲线

(39)式中的密度分布和(38)式吻合.由(40)式可以确定 u , v

的值.求解方程组(40)还需要两个边界条件:(1)y =0 处粒

子切应力的值 ,(2)y =D 处的风速值.关于第1个边界条件 ,

虽然我们可由实验来确定 M 12的值 ,但用实验精确测定 y =0

处的密度值仍然非常困难.这里我们仍引用 Owen假定[ 2] :即

假定 y = 0 处气相切应力等于临界状态的气相切应力:

τa =ρau
2
＊t .由 τ0 =ρau

2
＊t ,可得

τs0 =ρ0M 12 =-ρa|M 12|=-ρa[ u
2
＊-u

2
＊t ] .(41)

将(41)式代入(40)式的第一个方程 ,并注意到 τ0 =ρa u
2
＊ ,可

得

d u
dy
=

u＊

κy
1 - 1-

u
2
＊t

u
2
＊

e
-

gy

M
22

1/2

. (42)

假定第 2个边界条件为

当 y =D 时 , 　　u =Bu＊ , (43)

其中的系数 B 应由实验确定.对于本文而言实验结果为 B 略大于 8.5 ,可近似取为 8.5 .由

(42)、(43)式可得:

u =
u ＊
κ∫

y

D
1 - 1-

u
2
＊t

u
2
＊

e
-

gy
1

M
22

1/2
dy
y 1
+Bu＊. (44)

将各有关参数代入(44)式后进行数值积分便可求得理论风速剖面.如图 2所示 ,计算结果表

明 ,在 0.02m以上 ,理论值与实验拟合曲线几乎完全重合.由于风速的实验曲线是按对数曲

线拟合的.这表明在 0.02m以上 ,粒子切应力很小 ,气相切应力可近似为常数 ,从而风速仍呈

现出对数分布.而在0.02m以下 ,随着高度的减小 ,粒子切应力急剧增大 ,气相切应力不再为

常数 ,从而风速偏离对数分布 ,因此实验拟合曲线在 0.02m以下必然偏离实际风速值.从图 2
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图 2　理论风速曲线

1为实验拟合曲线 , 2为理论曲线 , 3为

沙被固定时的相应曲线

可知实验拟合曲线上的风速值小于理论计算的风速值.由图

2我们还可以看出 ,由于粒子切应力的存在 ,导致了边界层粗

糙度的增大 ,即存在两种不同情况的边界层 ,一个是起沙了的

气固两相流边界层 ,另一个是沙粒被固定于地表的单相流边界

层.设两者的总切应力相等 ,则在相同的高度上 ,前者的风速

值小于后者的风速值.图 2 中最右边的一条曲线为 u =

u＊
κln(y/y 0)其中 y 0 =D /30相当于沙粒被固在地表面上的边

界 , u ＊为由实测值回归出的摩阻流速.最左边的一条曲线为

实验拟合曲线 ,中间为理论曲线.按本节的简化模型我们得到 3

个二阶矩都是常数 ,粒子相的密度随着高度增大按负指数衰减 ,

图 3　理论粒子相平均速度

从而粒子相的切应力也随着高

度的增大而成负指数衰减.

τs =τs0e
-

gy

M
22 , (45)

ρ0 为 y =0处粒子相的数密度 , M12 的值为负数 ,由(45)式可

得:

τa =τ0 -τs0e
-

gy

M
22
=ρa u

2
＊+ρ0M 12e

-
gy

M
22
, (46)

τs与 τa沿高度的变化和 McEwan 和Willetts
[ 6]
的数值模拟给

出的切应力变化曲线趋势完全吻合.由(40)式第二式可得在

一定范围内(u - v)大约为常数.在风洞实验中也同样发现

这一现象(由前面所给实验数据容易验证).由(40)式第二式确定的粒子相平均速度与实验值

的比较如图 3所示 , 从图中可以看出两者符合良好.
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附录 A　　粒子属性变化率方程
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在上式中利用了∫  υ· 1
m
F fψ dΨυ=0 .(A1)、(A2)、(A3)三式相加 , 可得

∫D＊ fψdΨυ=
 
 t
〈nψ〉+Δ·〈nυψ〉-n〈Dψ〉. (A4)

由(11)式 、(A4)式以及(5)式 ,可得(10)式 , 证毕。
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