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摘要 本文对于四、六维任意区域的 Lin-Ni 猜想给出一个非常数解的反例, 这里对于区域的对称性、

几何以及拓扑性质不作任何假定.
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1 引言

本文考虑以下非线性椭圆型的 Neumann 边值问题:
∆u− µu+ uq = 0, 在 Ω 内成立,

u > 0, 在 Ω 内成立,

∂u

∂ν
= 0, 在 ∂Ω 上成立,

(1.1)

其中 1 < q < +∞, µ > 0, Ω 是 Rn (n > 2) 中一个光滑的有界区域.

方程 (1.1) 来源于很多问题. 例如, 在生物数学中, 该方程既可以看成是 Gierer-Meinhardt 系统

衍生出的一类 Shadow 系统的平衡态方程, 参见文献 [1, 2]; 也可以看成是 Keller-Segel 模型中趋化方

程的平衡态方程, 参见文献 [3]. 当指标 q = n+2
n−2 时, 方程 (1.1) 也可以看成是 Brezis-Nirenberg 型的

Neumann 问题 [4].

注意到方程 (1.1) 至少有一个解, 也就是常数 u = µ
1

q−1 . 当 µ 很小以及 q < n+2
n−2 时, Lin 等 [3] 利

用爆破分析和紧性的办法, 证明了该常值解是方程 (1.1) 唯一的解. 在此基础上, Lin 和 Ni [5] 提出了

以下的猜想:
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猜想 1.1 (Lin-Ni 猜想 [5]) 若 q = n+2
n−2 以及 µ 充分小, 问题 (1.1) 只有常数解.

近年来, 关于 Lin-Ni 猜想的研究有许多重要的进展. 其中第一个结果来自于 Adimurthi 和

Yadava [6–8] 及 Budd 等 [9], 他们独立地考虑了此猜想在单位球时的情形, 也就是针对以下问题:
∆u− µu+ u

n+2
n−2 = 0, 在 BR(0) 内成立,

u = u(|x|), u > 0, 在 BR(0) 内成立,

∂u

∂ν
= 0, 在 ∂BR(0) 上成立,

(1.2)

他们有如下的结论:

定理 A [6–9] 当 µ 足够小时,

(1) 若 n = 3 或者 n > 7, 问题 (1.2) 只有常数解;

(2) 若 n = 4, 5, 6, 问题 (1.2) 存在一个非常数解.

定理 A 揭示出 Lin-Ni 猜想受维数的影响. 由于定理 A 的证明依赖于区域和解的对称性, 所以很

难被推广运用于一般的区域. 该问题在一般区域的结论尚不完全, 但是有一些结果. 对于三维的凸区

域, Zhu [10] 及 Wei 和 Xu [11] 证明了以下的结论:

定理 B [10, 11] 在三维的凸区域, Lin-Ni 猜想是正确的.

Zhu [10] 的证明利用了爆破分析和先验估计, 而 Wei 和 Xu [11] 则利用分部积分给出了一个直接的

证明. 随后, Druet 等 [12] 把定理 A 的结论 (1) 推广到区域具有正平均曲率的边界, 以及有限能量解的

情形.

定理 C [12] 若 Ω 是 Rn 中光滑的有界区域, 其中 n = 3 或者 n > 7. 假定该区域边界的平均曲

率恒为正, 则存在一个正的常数 µ0(Ω,Λ), 使得对于方程 (1.1) 所有的光滑解, 当常数 µ ∈ (0, µ0(Ω,Λ))

时, 我们有以下的结论: 

∆u+ µu = u2
∗−1, 在 Ω 内成立,

u > 0, 在 Ω 内成立,
∂u

∂ν
= 0, 在 ∂Ω 上成立,∫

Ω

u2
∗
dx 6 Λ,

⇒ u ≡ µ
n−2
4 .

这里需要提及的是定理 C中能量有界的假设是必要的. 因为如果没有这个假设,在区域边界处某

点具有负平均曲率的条件下, 方程 (1.1) 被证明具有无穷能量的解, 参见文献 [13]. 具体而言, 假定光

滑的有界区域 Ω 满足以下性质 (H1)–(H3):

(H1) y ∈ Ω 当且仅当 (y1, y2, . . . ,−yi, . . . , yn) ∈ Ω, ∀ i = 3, . . . , n;

(H2) 若 (r, 0, y′′) ∈ Ω, 则 (r cos θ, r sin θ, y′′) ∈ Ω, ∀ θ ∈ (0, 2π), 其中 y′′ = (y3, . . . , yn);

(H3) 设 T := ∂Ω ∩ {y3 = · · · = yn = 0}, 则集合 T 存在一个连通的分支 Γ 使得 H(x) ≡ γ < 0,

∀x ∈ Γ.

Wang 等 [13] 对于 Lin-Ni 猜想在 n > 3 的情形给出了非常数解的反例.

定理 D 假定 n > 3, q = n+2
n−2 以及 Ω 是一个光滑的有界区域并且满足性质 (H1)–(H3). 设 µ 是

一个固定的正常数, 则问题 (1.1) 有无穷多的正解, 其能量可以任意大.

对于一部分凸区域, Wang 等 [14] 在 n > 4 时也给出了 Lin-Ni 猜想非常数解的反例.
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定理 E 假定 n > 4, q = n+2
n−2 以及 Ω 是一个光滑的有界区域并且满足性质 (H1) 和 (H2). 设 µ

是一个固定的正常数, 则问题 (1.1) 有无穷多的正解, 其能量可以任意大.

定理 A–E 表明 Lin-Ni 猜想依赖于空间的维数以及区域 Ω 的形状. 那么一个自然的问题是, 对于

一般的区域, Lin-Ni 猜想的结论是否正确?

到目前为止, 这个方向唯一的结果是由 Rey 和 Wei [15] 给出的. 他们在 µ 足够小时, 对于五维一

般的区域 Ω 给出了一个在其内部 K 个点爆破的非平凡解. 由于定理 A 的结论, Rey 和 Wei [15] 猜测

Lin-Ni 猜想在四至六维一般区域的情形下都存在着非常数解, 这也是本文即将讨论的问题.

本文的目的是针对四维和六维一般区域下的 Lin-Ni 问题在 µ 很小的情形下给出一个在 Ω 内部

单点爆破的非平凡解. 从现在起, 我们将考虑以下问题:
∆u− µu+ u

n+2
n−2 = 0, 在 Ω 内成立,

u > 0, 在 Ω 内成立,

∂u

∂ν
= 0, 在 ∂Ω 上成立,

(1.3)

其中 n = 4, 6, Ω 是 Rn 中光滑的有界区域以及 µ 充分小. 我们的主要结果陈述如下:

主要结论 对于问题 (1.3), 我们可以找到正常数 µ0 使得对于所有的常数 µ ∈ (0, µ0), 方程 (1.3)

在四维和六维任意的区域都具有一个于 Ω 内部单点爆破的非平凡解.

结合文献 [15] 中的主要结果, 我们有以下推论:

推论 1.1 Lin-Ni 猜想在四至六维、一般区域的情形下存在非常数解.

为了更加详细地叙述主要定理, 我们引入以下记号. 设 G(x,Q) 为满足以下条件的 Green 函数:
∆xG(x,Q) + δQ − 1

|Ω|
= 0, 在 Ω 内成立,

∂G

∂ν
= 0, 在 ∂Ω 上成立,∫

Ω

G(x,Q)dx = 0,

(1.4)

则有

G(x,Q) = K(|x−Q|)−H(x,Q),

其中

K(r) =
1

cnrn−2
, cn = (n− 2)|Sn−1| (1.5)

是 Laplace 算子在 Rn 中的基本解 (|Sn−1| 表示 n− 1 维单位球面的面积), n = 4, 6.

为了方便起见, 我们通过伸缩变换将问题 (1.3) 转化为以下问题:
∆u− µu+ n(n− 2)u

n+2
n−2 = 0, 在 Ω 内成立,

u > 0, 在 Ω 内成立,

∂u

∂ν
= 0, 在 ∂Ω 上成立,

(1.6)

由文献 [16] 可知,

UΛ,Q =

(
Λ

Λ2 + |x−Q|2

)n−2
2

, Λ > 0, Q ∈ Rn (1.7)
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给出了以下方程的所有解:

−∆u = n(n− 2)u
n+2
n−2 , u > 0, ∀x ∈ Rn. (1.8)

基于以上的讨论, 我们在本文中的主要结论可以叙述如下:

定理 1.1 设 Ω 为 Rn 中一个光滑的有界区域.

(1) 若 n = 4, 存在正的常数 µ1 使得对于所有的 µ ∈ (0, µ1), 问题 (1.6) 有一个非平凡解

uµ = U
e
− c1

µ2 Λ,Qµ
+O(µ−1e

− c1
µ2 ),

其中 c1 是一个仅依赖于区域的常数, 将在下面的讨论中具体给出, Λ 是一个不依赖于其他参数的常

数, 爆破点 Qµ 的位置依赖于区域和参数 Λ 的选取.

(2) 若 n = 6, 存在正的常数 µ2 使得对于所有的 µ ∈ (0, µ2), 问题 (1.6) 有一个非平凡解

uµ = UµΛ,Qµ +O(µ),

其中 Λ → Λ0, Λ0 是一个指定的正常数, 爆破点 Qµ 的位置依赖于区域和参数 Λ 的选取.

为了方便起见, 我们引入一些记号. 设

Ωε :=
Ω

ε
= {z | εz ∈ Ω}, (1.9)

以及

µ =


(

c1
− ln ε

) 1
2

, n = 4,

ε, n = 6.

(1.10)

通过变换 u(x) 7→ ε−
n−2
2 u(x/ε), (1.6) 可以写成以下的形式:

∆u− µε2u+ n(n− 2)u
n+2
n−2 = 0, 在 Ωε 内成立,

u > 0, 在 Ωε 内成立,

∂u

∂ν
= 0, 在 ∂Ωε 上成立.

(1.11)

令

Sε[u] := −∆u+ µε2u− n(n− 2)u
n+2
n−2

+ , u+ = max(u, 0), (1.12)

并引入以下泛函:

Jε[u] :=
1

2

∫
Ωε

|∇u|2 + 1

2
µε2

∫
Ωε

u2 − (n− 2)2

2

∫
Ωε

|u|
2n

n−2 , u ∈ H1(Ωε). (1.13)

由于空间维数的影响,我们需要处理因其产生的不同困难.在四维的情形下,一个主要的问题是 µ

与 ε 的关系十分隐秘. 六维则在某种意义上是一种临界情形, 这源自常数项 µu 不再出现于该问题线

性化算子的主要项中. 为了克服此困难,我们必须引入一个人为的参数 η.因为该线性化算子的核空间

包含常数, 所以, 此情形可以被看作是某种 “共振” 现象.

本文的结构如下: 第 2 节构造出一个合适的近似爆破解 W , 并列举出该近似函数一些所需的性

质. 第 3 节分析一类在近似解 W 处的线性化算子. 第 4 节求解与之对应的一个非线性问题. 第 5 节

研究剩余的有限维问题, 然后在第 6 节中求解所对应的约化泛函的临界值. 我们将一些详细计算的结

果留在了第 7 节.
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2 近似爆破解

本节将构造一个合适的近似解, 并在这个近似解的附近求解出定理 1.1 所需的解. 我们将根据不

同的维数构造相应形式的近似解.

设参数 µ 和 ε 的关系由 (1.10) 给出. 对于 Ω 内的点 Q, (1.7) 中定义的 UΛ,Q/ε 提供了方程 (1.11)

的一阶逼近解. 由于多出的线性项 µε2u 和齐次的 Neumann 边值, 我们需要在 UΛ,Q/ε 的基础上进行

一些修正, 从而得到更加精确的近似解. 接下来将根据不同的维数来定义低阶项.

当 n = 4 时, 考虑以下的线性方程:

∆Ψ̄ + U1,0 = 0, 在 R4 中成立,

Ψ̄(0) = 1.
(2.1)

注意到方程 (2.1) 拥有一个唯一的镜像对称解, 并且该解具有以下的渐近行为:

Ψ̄(|y|) = −1

2
ln |y|+ I +O

(
1

|y|

)
, Ψ̄′ = − 1

2|y|

(
1 +O

(
ln(1 + |y|)

|y|2

))
, 当 |y| → ∞, (2.2)

其中 I 是一个不依赖于 y 的常数. 对于 Ωε 中的点 Q, 设

ΨΛ,Q =
Λ

2
ln

1

Λε
+ ΛΨ̄

(
y −Q

Λ

)
, (2.3)

其中 ΨΛ,Q 满足 ∆ΨΛ,Q + UΛ,Q = 0 在 R4 中成立. 从 (2.2) 中得到

|ΨΛ,Q(y)| 6 C

∣∣∣∣ ln 1

ε(1 + |y −Q|)

∣∣∣∣, |∂ΛΨΛ,Q(y)| 6 C

∣∣∣∣ ln 1

ε(1 + |y −Q|)

∣∣∣∣,
|∂QiΨΛ,Q(y)| 6

C

1 + |y −Q|
.

(2.4)

接下来考虑 n = 6 的情形. 设 Ψ(|y|) 为以下方程的镜像解:

∆Ψ + U1,0 = 0, 在 R6 中成立,

Ψ → 0, 当 |y| → +∞.
(2.5)

不难发现

Ψ(y) =
1

4|y|2

(
1 +O

(
1

|y|2

))
, 当 |y| → +∞. (2.6)

对于 Ωε 中的点 Q, 设

ΨΛ,Q(y) = Ψ

(
y −Q

Λ

)
,

其中 ΨΛ,Q 满足

∆ΨΛ,Q(y) + UΛ,Q = 0, 在 R6 中成立.

通过直接的计算, 有

|ΨΛ,Q(y)| 6
C

(1 + |y −Q|)2
, |∂ΛΨΛ,Q(y)| 6

C

(1 + |y −Q|)2
, |∂QiΨΛ,Q(y)| 6

C

(1 + |y −Q|)3
. (2.7)
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考虑到线性项 µε2u 的影响, 我们需要对近似解进行修正使其满足 Neumann 边界条件. 出于这个

目的, 我们需要在原近似解的基础上增添一个修正项. 定义

ÛΛ,Q/ε(z) = −ΨΛ,Q/ε(z)− cnµ
−1εn−4Λ

n−2
2 H(εz,Q) +Rε,Λ,Q(z)χ(εz), (2.8)

其中 Rε,Λ,Q 是满足以下边值问题的唯一解:
∆Rε,Λ,Q − ε2Rε,Λ,Q = 0, 在 Ωε 内成立,

µε2
∂Rε,Λ,Q
∂ν

= − ∂

∂ν
[UΛ,Q/ε − µε2ΨΛ,Q/ε − cnε

n−2Λ
n−2
2 H(εz,Q)], 在 ∂Ωε 上成立,

(2.9)

这里 χ(x) 是一个在 Ω 上的光滑截断函数, 满足以下性质:

χ(x) =


1, 若 d(x, ∂Ω) <

δ

4
,

0, 若 d(x, ∂Ω) >
δ

2
.

从 (2.2)、(2.6)、UΛ,Qε
的表达展开式以及 H 的定义, 我们得到 Rε,Q 在 Ωε 的边界上满足

Rε,Q = O(εn−3),

由此可以得到1)

|Rε,Λ,Q|+ |ε−1∇zRε,Λ,Q|+ |ε−2∇2
zRε,Λ,Q| 6

CΛ, n = 4,

Cε2, n = 6.
(2.10)

现在可以定义近似爆破解. 当 n = 4 时, 令

Λ4,1 6 Λ 6 Λ4,2, Q ∈ Mδ4 := {x ∈ Ω | d(x, ∂Ω) > δ4}, (2.11)

其中

Λ4,1 = exp

(
− 1

2

)
εβ , Λ4,2 = exp

(
− 1

2

)
ε−β

为依赖于区域的两个常数以及 δ4 是一个充分小的数, 将在随后的讨论中给出. 定义四维的近似解为

Wε,Λ,Q = UΛ,Q̄ + µε2ÛΛ,Q̄ +
c4Λ

|Ω|
µ−1ε2, (2.12)

其中 Q̄ = Q/ε.

当 n = 6 时, 令参数 (Λ, Q, η) 满足√
|Ω|
c6

(
1

96
− Λ6ε

2
3

)
6 Λ 6

√
|Ω|
c6

(
1

96
+ Λ6ε

2
3

)
,

Q ∈ Mδ6 := {x ∈ Ω | d(x, ∂Ω) > δ6},
1

48
− η6ε

1
3 6 η 6 1

48
+ η6ε

1
3 ,

(2.13)

1) 对于四维的情形, 由于参数 Λ 所设置的区间依赖于 ε, 因此在计算误差时需要考虑 Λ. 同时我们注意到 (2.9) 第二个
方程右端的每一项都携带 Λ.
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其中 c6 = 4|S5|, Λ6 和 η6 为仅依赖于区域的参数,以及 δ6 是一个充分小的数,也将在随后的讨论中给

出. 定义六维的近似解为

Wε,Λ,Q,η = UΛ,Q̄ + µε2ÛΛ,Q̄ + ηµ−1ε4, (2.14)

其中 Q̄ = Q/ε.

我们注明四维和六维近似解的设置是有区别的. 对于后者, 我们需要引入一个新的参数 η. 这样

做的原因是, 在处理六维线性化的问题中, 线性项 µε2 不起作用. 事实上这也是主要的困难之一. 对于

Neumann 边值问题来说, 这也是一个新颖的点.

为方便起见,接下来,我们分别用记号 W、U、Û、R和 Ψ代替 Wε,Λ,Q、Uε,Q/ε、ÛΛ,Q/ε、Rε,Λ,Q 和

ΨΛ,Q/ε. 通过上述讨论, 我们可以得到 W 在边界上的法向导数为 0, 并且满足

−∆W + µε2W =


8U3 + µ2ε4Û − µε2∆(Rε,Λ,Qχ), n = 4,

24U2 + µ2ε4Û − µε2∆(Rε,Λ,Qχ) + ε6
(
η − c6Λ

2

|Ω|

)
, n = 6.

(2.15)

注意到 W 连续依赖于 Λ、Q̄ 和 η (六维的情形). 对于 Ωε 中的点 z, 设置

⟨z − Q̄⟩ = (1 + |z − Q̄|2) 1
2 .

通过简单的计算, 有

|W (z)| 6

C(ε2(− ln ε)
1
2 + ⟨z − Q̄⟩−2), n = 4,

C(ε3 + ⟨z − Q̄⟩−4), n = 6,
(2.16)

|DΛW (z)| 6

C(ε2(− ln ε)
1
2 + ⟨z − Q̄⟩−2), n = 4,

C⟨z − Q̄⟩−4, n = 6,
(2.17)

|DQ̄W (z)| 6

C(⟨z − Q̄⟩−3), n = 4,

C(⟨z − Q̄⟩−5), n = 6,
(2.18)

|DηW (z)| = O(ε3), n = 6. (2.19)

根据 W 的表达式, 我们有以下关于误差和能量的估计, 这些估计的证明将在第 7 节给出.

引理 2.1 对于四维的情形, 有

|Sε[W ](z)| 6 C(⟨z − Q̄⟩−4ε2(− ln ε)
1
2 + ⟨z − Q̄⟩−2ε4(− ln ε))

+ C

((
ε4

(− ln ε)
1
2

+
ε4

− ln ε

∣∣∣∣ ln( 1

ε(1 + |z − Q̄|)

)∣∣∣∣)Λ), (2.20)

|DΛSε[W ](z)| 6 C

(
⟨z − Q̄⟩−4ε2(− ln ε)

1
2 + ⟨z − Q̄⟩−2ε4(− ln ε)

+
ε4

(− ln ε)
1
2

+
ε4

− ln ε

∣∣∣∣ ln( 1

ε(1 + |z − Q̄|)

)∣∣∣∣), (2.21)

|DQ̄Sε[W ](z)| 6 C

(
⟨z − Q̄⟩−5ε2(− ln ε)

1
2 + ⟨z − Q̄⟩−3ε4(− ln ε)
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+ ⟨z − Q̄⟩−1 ε4

− ln ε

)
, (2.22)

以及

Jε[W ] = 2

∫
R4

U4
1,0 +

c4Λ
2

4
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

ln
1

Λε
− c24Λ

2

2|Ω|
ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2

+
1

2
c24Λ

2ε2H(Q,Q) +O

(
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

Λ2

)
+O(ε4(− ln ε)2). (2.23)

而对于六维的情形, 我们有

Sε[W ](z) = −ε6
(
24η2 − η +

c6Λ
2

|Ω|

)
+O(1)ε3⟨z − Q̄⟩−4, (2.24)

|DΛSε[W ](z)| = O(1)(⟨z − Q̄⟩−4ε3 + ε6), (2.25)

|DηSε[W ](z)| = O(1)(⟨z − Q̄⟩−4ε3 + ε6
1
3 ), (2.26)

|DQ̄Sε[W ](z)| 6 C⟨z − Q̄⟩−5ε3, (2.27)

以及

Jε[W ] = 4

∫
R6

U3
1,0 +

(
1

2
η2|Ω| − c6ηΛ

2 +
1

48
c6Λ

2 − 8η3|Ω|
)
ε3 +

1

2
c26Λ

4ε4H(Q,Q)

+
1

2

(
η − c6Λ

2

|Ω|

)
ε4

∫
Ω

Λ2

|x−Q|4
+O(ε5). (2.28)

3 有限维约化

我们将利用有限维约化的办法来求解此临界指数的问题. 有限维约化的办法首先被 Floer 和 We-

instein应用于构造一维非线性 Schrödinger方程的单胞 (bump)解. 随后,这个方法被发展并应用于临

界指标的问题, 我们推荐读者参见文献 [15, 17–20] 以及这些文献中引用的参考文献. 对于最新的以及

处理临界指标问题手法较为精细的内容可参见文献 [21].

这个方法的过程如下: 我们将求解非线性问题 (1.11) 分为以下两个步骤. 第一步, 在有限维近似

核空间的补空间中求解该问题. 第二步, 我们把原问题等价于一个在有限维的集合中求解极值问题.

我们证明中一个新颖的地方是对于六维的问题引入了一个新的空间 (与参数 η 对应). 这有别于

处理临界指标问题的传统办法, 传统办法中线性化算子的核空间是 n + 1 维, 而现在我们需要处理的

核空间维数为 n+ 2 = 8 维.

定义空间 H1(Ωε) 及其内积

(u, v)ε =

∫
Ωε

(∇u · ∇v + µε2uv). (3.1)

对于四维的情形, 任意的函数在空间 H1(Ωε) 中正交于以下函数:

Y0 =
∂W

∂Λ
, Yi =

∂W

∂Q̄i
, 1 6 i 6 4, (3.2)
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等价于在空间 L2(Ωε) 中正交于函数 Zi, 0 6 i 6 4, 其中
Z0 = −∆

∂W

∂Λ
+ µε2

∂W

∂Λ
,

Zi = −∆
∂W

∂Q̄i
+ µε2

∂W

∂Q̄i
, 1 6 i 6 4.

(3.3)

通过直接的计算可得

|Zi(z)| 6 C(ε4 + ⟨z − Q̄⟩−6). (3.4)

接下来将考虑以下问题: 对于给定的函数 h, 寻找 ϕ 使得以下方程成立:
−∆ϕ+ µε2ϕ− 24W 2ϕ = h+

4∑
i=0

ciZi, 在 Ωε 内成立,

∂ϕ

∂ν
= 0, 在 ∂Ωε 上成立,

⟨Zi, ϕ⟩ = 0, 0 6 i 6 4.

(3.5)

对于六维的情形, 任意的函数在空间 H1(Ωε) 中正交于以下函数:

Y0 =
∂W

∂Λ
, Yi =

∂W

∂Q̄i
, 1 6 i 6 6, Y7 =

∂W

∂η
, (3.6)

则等价于在空间 L2(Ωε) 中正交于函数 Zi, 0 6 i 6 7, 其中

Z0 = −∆
∂W

∂Λ
+ µε2

∂W

∂Λ
,

Zi = −∆
∂W

∂Q̄i
+ µε2

∂W

∂Q̄i
, 1 6 i 6 6,

Z7 = −∆
∂W

∂η
+ µε2

∂W

∂η
.

(3.7)

通过直接的计算, 有

|Zi(z)| 6 C(ε6 + ⟨z − Q̄⟩−8), 0 6 i 6 6, Z7(z) = O(ε6). (3.8)

同四维的问题一样, 考虑以下问题: 对于给定的 h, 寻找解 ϕ 使得以下方程成立:
−∆ϕ+ µε2ϕ− 48Wϕ = h+

7∑
i=0

diZi, 在 Ωε 内成立,

∂ϕ

∂ν
= 0, 在 ∂Ωε 上成立,

⟨Zi, ϕ⟩ = 0, 0 6 i 6 7.

(3.9)

我们将在一个加权的空间中处理问题 (3.5) 和 (3.9) 的存在性和唯一性. 出于这个目的, 定义∥ϕ∥∗ = ∥⟨z − Q̄⟩ϕ(z)∥∞, ∥f∥∗∗ = ε−3(− ln ε)
1
2 |f |+ ∥⟨z − Q̄⟩3f(z)∥∞, n = 4,

∥ϕ∥∗∗∗ = ∥⟨z − Q̄⟩2ϕ(z)∥∞, ∥f∥∗∗∗∗ = ∥⟨z − Q̄⟩4f(z)∥∞, n = 6,
(3.10)

其中 ∥f∥∞ = maxz∈Ωε |f(z)|, f = |Ωε|−1
∫
Ωε
f(z)dz 表示 f 在 Ωε 积分的平均.

在介绍问题 (3.5) 和 (3.9) 的存在性之前, 我们需要下面的这个引理.
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引理 3.1 设函数 u 和 f 满足

−∆u = f,
∂u

∂ν
= 0, ū = f̄ = 0,

则

|u(x)| 6 C

∫
Ωε

|f(y)|
|x− y|n−2

dy. (3.11)

详细的讨论参见文献 [15, 引理 3.1], 这里省略证明.

作为该引理的推论, 我们有下面的推论:

推论 3.1 若 n = 4, 假定函数 u 和 f 满足−∆u+ µε2u = f, 在 Ωε 内成立,
∂u

∂ν
= 0, 在 ∂Ωε 上成立,

则

∥u∥∗ 6 C∥f∥∗∗. (3.12)

若 n = 6, 假定函数 u 和 f 满足
−∆u+ cµε2u = f, 在 Ωε 内成立,
∂u

∂ν
= 0, 在 ∂Ωε 上成立,

u = f = 0,

其中 c 是一个任意的常数, 则

∥u∥∗∗∗ 6 C∥f∥∗∗∗∗. (3.13)

证明 对于四维的情形, 利用分部积分, 有 f̄ = µε2ū. 我们可以把原方程改写为

∆(u− ū) = µε2(u− ū)− (f − f̄).

借助引理 3.1, 我们有

|u(y)− ū| 6 Cµε2
∫
Ωε

|u(x)− ū|
|x− y|2

dx+ C

∫
Ωε

|f(x)− f̄ |
|x− y|2

dx.

因为 ⟨y − Q̄⟩
∫
R4

1
|x−y|2 ⟨x− Q̄⟩−3dx <∞, 所以,

∥⟨y − Q̄⟩|u− ū|∥∞ 6 Cµε2∥⟨y − Q̄⟩3|u− ū|∥∞ + C∥⟨y − Q̄⟩3|f − f̄ |∥∞

6 Cµ∥⟨y − Q̄⟩|u− ū|∥∞ + C∥⟨y − Q̄⟩3|f − f̄ |∥∞,

∥⟨y − Q̄⟩|u− ū|∥∞ 6 C∥⟨y − Q̄⟩3|f − f̄ |∥∞.

利用上式, 进一步有

∥⟨y − Q̄⟩u∥∞ 6 C∥⟨y − Q̄⟩∥∞|ū|+ Cε−3|f̄ |+ ∥⟨y − Q̄⟩3f∥∞ 6 C∥f∥∗∗.
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于是我们完成了四维情形的证明.

对于六维的情形, 利用引理 3.1, 有

|⟨y − Q̄⟩2u| 6 C

∫
Ωε

⟨y − Q̄⟩2(|µε2u|+ |f |)
|x− y|4

dx 6 C(|µ ln ε|∥u∥∗∗∗ + ∥f∥∗∗∗∗),

其中我们用到类似于四维情形的估计. 由此可以得到 ∥u∥∗∗∗ 6 ∥f∥∗∗∗∗, 从而该推论证毕.

接下来陈述本节中的主要结果:

命题 3.1 存在常数 ε0 > 0, 以及一个不依赖于 (2.11) 中定义的 ε、Λ、Q 及 (2.13) 中定义的

ε、η、Λ、Q 的常数 C > 0, 使得对所有的 ε ∈ (0, ε0) 以及 h ∈ L∞(Ωε), 问题 (3.5) 和 (3.9) 拥有一个唯

一的解 ϕ = Lε(h). 另外, 对于问题 (3.5) 和 (3.9), 我们有以下的估计:

∥Lε(h)∥∗ 6 C∥h∥∗∗, |ci| 6 C∥h∥∗∗, 0 6 i 6 4,

∥Lε(h)∥∗∗∗ 6 C∥h∥∗∗∗∗, |di| 6 C∥h∥∗∗∗∗, 0 6 i 6 6.
(3.14)

进一步地, 该映射 Lε(h) 满足以下估计:

∥D(Λ,Q̄)Lε(h)∥∗ 6 C∥h∥∗∗, n = 4; ∥D(η,Λ,Q̄)Lε(h)∥∗∗∗ 6 Cε−1∥h∥∗∗∗∗, n = 6. (3.15)

此命题的证明同文献 [15, 命题 3.1] 的证明类似, 这里提供证明的概要. 首先需要以下的引理:

引理 3.2 对于四维的情形,假定 ϕε 和 h = hε 满足方程 (3.5). 若 ∥hε∥∗∗ 随着 ε趋于 0而趋于 0,

那么 ∥ϕε∥∗ 也满足此性质. 对于六维的情形, 假定 ϕε 和 h = hε 满足方程 (3.9). 若 ∥hε∥∗∗∗∗ 随着 ε 趋

于 0 而趋于 0, 那么 ∥ϕε∥∗∗∗ 也满足此性质.

证明 下面给出证明的主要思路, 反证法. 首先考虑四维的情形. 假设 ∥ϕε∥∗ = 1. 在方程 (3.5)

两端同时乘以 Yj 然后在 Ωε 内积分, 可得∑
i

ci⟨Zi, Yj⟩ = ⟨−∆Yj + µε2Yj − 24W 2Yj , ϕε⟩ − ⟨hε, Yj⟩. (3.16)

根据 Zi 和 Yi 的定义, 不难发现

⟨Z0, Y0⟩ = ∥Y0∥2ε = γ0 + o(1),

⟨Zi, Yi⟩ = ∥Yi∥2ε = γ1 + o(1), 1 6 i 6 4,
(3.17)

其中 γ0 和 γ1 是严格正的常数, 以及

⟨Zi, Yj⟩ = o(1), i ̸= j. (3.18)

另一方面, 通过直接的计算, 有

⟨−∆Yj + µε2Yj − 24W 2Yj , ϕε⟩ = o(∥ϕε∥∗), ⟨hε, Yj⟩ = O(∥hε∥∗∗).

结合上述的讨论以及方程 (3.16), 我们可以解出 ci (i = 0, . . . , 4) 满足

ci = O(∥hε∥∗∗) + o(∥ϕε∥∗). (3.19)

特别地, ci 随着 ε 趋于 0 而趋向于 0.
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利用 ∥ϕε∥∗ = 1以及经典的椭圆估计,我们可以得到一串收敛的子列使得其极限 ϕε,0 = ϕε(y− Q̄)

是满足以下方程的一个非平凡解:

−∆ϕ0 = 24U2
Λ,0ϕ0.

运用拔靴法 (参见文献 [22, 命题 2.2]), 有 |ϕ0(y)| 6 C(1 + |y|)−2. 作为推论, ϕ0 可以写成 (参见文

献 [23])

ϕ0 = α0
∂UΛ,0

∂Λ
+
∑
i

αi
∂UΛ,0

∂yi
.

另一方面, 从等式 ⟨Zi, ϕε⟩ = 0 可以得到∫
R4

−∆
∂UΛ,0

∂Λ
ϕ0 =

∫
R4

U2
Λ,0

∂UΛ,0

∂Λ
ϕ0 = 0,∫

R4

−∆
∂UΛ,0

∂yi
ϕ0 =

∫
R4

U2
Λ,0

∂UΛ,0

∂yi
ϕ0 = 0, 1 6 i 6 4.

通过直接计算可得 ∫
R4

∣∣∣∣∇∂UΛ,0

∂Λ

∣∣∣∣2 = γ0 > 0,

∫
R4

∣∣∣∣∇∂UΛ,0

∂yi

∣∣∣∣2 = γ1 > 0, 1 6 i 6 4,∫
R4

∇∂UΛ,0

∂Λ
∇∂UΛ,0

∂yi
=

∫
R4

∇∂UΛ,0

∂yi
∇∂UΛ,0

∂yj
= 0, i ̸= j,

利用上述两个方程式, 我们得到 αi 满足一个严格对角占优、齐次的线性方程, 因此, αi = 0, 0 6 i 6 4,

ϕ0 = 0. 作为推论, 我们有 ϕε(z − Q̄) 在 C1
loc(Ωε) 趋于 0.

接下来, 我们利用方程 (3.5) 证明 ∥ϕε∥∗ = o(1). 结合 (3.5) 和推论 3.1, 有

∥ϕε∥∗ 6 C

(
∥W 2ϕε∥∗∗ + ∥h∥∗∗ +

∑
i

|ci|∥Zi∥∗∗
)
. (3.20)

我们逐项分析 (3.20) 的右端项. 借助 (2.16), 可推导出

|⟨z − Q̄⟩3W 2ϕε| 6 Cε4(− ln ε)⟨z − Q̄⟩2∥ϕε∥∗ + ⟨z − Q̄⟩−1|ϕε|. (3.21)

因为 ∥ϕε∥∗ = 1, 我们知道方程 (3.21) 右端的第一项可以被 ε2(− ln ε) 控制住. 对于第二项, 我们可得

其在任意的球 BR(Q̄) 一致收敛到 0, 在 Ωε\BR(Q̄) 中可以被 ⟨z − Q̄⟩−2∥ϕε∥∗ = ⟨z − Q̄⟩−2 控制住, 从

而可以通过选取 R 使得其充分小. 由此推出, 若 ε 充分小, 则

|⟨z − Q̄⟩3W 2ϕε| = o(1). (3.22)

另一方面,

ε−3(− ln ε)
1
2W 2ϕε 6 Cε(− ln ε)

1
2

∫
Ωε

(⟨z − Q̄⟩−4 + ε4(− ln ε))|ϕε|

6 Cε(− ln ε)
1
2

∫
Ωε

(⟨z − Q̄⟩−5 + ε4(− ln ε)⟨z − Q̄⟩−1)∥ϕε∥∗

= o(1).

于是可得

∥W 2ϕε∥∗∗ = o(1).
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利用 (3.4), 我们有

⟨z − Q̄⟩3|Zi| 6 C

(
⟨z − Q̄⟩3ε4

(
1

− ln ε

)
+ ⟨z − Q̄⟩−3

)
= O(1),

ε−3(− ln ε)
1
2Zi 6 Cε(− ln ε)

1
2

∫
Ωε

|⟨z − Q̄⟩−6 + ε4|dx = o(1).

从以上的式子可推导出 ∥Zi∥∗∗ = O(1). 因此,

∥ϕε∥∗ 6 C

(
∥W 2ϕε∥∗∗ + ∥h∥∗∗ +

∑
i

|ci|∥Zi∥∗∗
)

= o(1), (3.23)

这与我们的假设 ∥ϕε∥∗ = 1 矛盾.

对于六维的情形, 仍然假设 ∥ϕε∥∗∗∗ = 1. 类似于四维情形的讨论, 我们有

di = O(∥h∥∗∗∗∗) + o(∥ϕ∥∗∗∗), 0 6 i 6 6,

d7 = O(ε−2∥h∥∗∗∗∗) +O(ε−1∥ϕ∥∗∗∗),
(3.24)

以及 ϕε(z − Q̄) 在 C1
loc(Ωε) 趋于 0. 接下来利用方程 (3.9) 证明 ∥ϕε∥∗∗∗ = o(1). 首先, 将 (3.9) 写成如

下的形式:

−∆ϕε + µε2(1− 48η)ϕε = h+
∑
i

diZi + 48Uϕε + 48ε3Ûϕε. (3.25)

由于
∫
Ωε
ϕ = 0, 我们可以推出方程 (3.25) 两端在 Ωε 的积分均为 0. 再一次利用推论 3.1, 有

∥ϕε∥∗∗∗ 6 C

(
∥(U + ε3Û)ϕε∥∗∗∗∗ + ∥h∥∗∗∗∗ +

∑
i

|di|∥Zi∥∗∗∗∗
)
. (3.26)

根据函数 U 和 Û 的定义, 不难发现

U + ε3Û 6 C⟨z − Q̄⟩−4.

类似于四维的情形,可以证明 ∥⟨z−Q̄⟩−4ϕε∥∗∗∗∗ = o(1), ∥Zi∥∗∗∗∗ = O(1) (0 6 i 6 6), ∥Z7∥∗∗∗∗ = O(ε2).

因此, 利用上述结论以及 (3.24), 我们可以推导得到

∥ϕε∥∗∗∗ 6 o(1) + C∥h∥∗∗∗∗ + o(1)∥ϕε∥∗∗∗ = o(1),

这个与我们的假设 ∥ϕε∥∗∗∗ = 1 矛盾. 从而我们完成了引理的证明.

命题 3.1 的证明 由于四维和六维情形的证明类似, 我们在这里只给出前者的证明. 设定

H = {ϕ ∈ H1(Ωε) | ⟨Zi, ϕ⟩ = 0, 0 6 i 6 4},

其空间的内积定义为 (·, ·)ε. 问题 (3.5) 等价于寻找 ϕ ∈ H 使得

(ϕ, θ)ε = ⟨24W 2ϕ+ h, θ⟩, ∀ θ ∈ H,

也就是

ϕ = Tε(ϕ) + h̃, (3.27)
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其中 h̃ 线性地依赖于 h, Tε 是空间 H 的紧算子. 借助 Fredholm 二择一的结论, 我们现在需要证明算

子 Id− Tε 的核空间是 0. 我们注意到若函数 ϕε ∈ Ker(Id− Tε) 并且满足方程 (3.5), 其中 h = 0, 从引

理 3.2 可得, 随着 ε 趋于 0, ∥ϕε∥∗ 也趋于 0, 于是可以得到 Ker(Id− Tε) 是零空间. 作为推论, 我们可

以从引理 3.2 和 (3.19) 导出不等式 (3.14). 这也证明了命题 3.1 的第一个部分.

算子 Lε相对于 Λ和 Q̄的光滑性可以从 Tε以及 h̃相对于 Λ和 Q̄的光滑性推导出来. 通过对 (3.5)

微分, 以及把函数 ϕ相对于 Λ和 Q̄的导数写成核函数 Zi 和其正交部分的线性组合形式, 我们可以用

类似于处理第一部分的办法得到不等式 (3.15). 与之相关的详细计算可参见文献 [18, 24].

4 有限维约化: 一个非线性化问题

本节将把注意力放在一个非线性问题上. 令 Sε[u] 如方程 (1.12) 中定义, 则 (1.11) 等价于Sε[u] = 0, u+ ̸= 0, 在 Ωε 内成立,
∂u

∂ν
= 0, 在 ∂Ωε 上成立.

(4.1)

事实上, 如果 u 满足 (4.1), 可以通过最大值原理证明 u > 0 在 Ωε 内成立. 观察到

Sε[W + ϕ] = −∆(W + ϕ) + µε2(W + ϕ)− n(n− 2)(W + ϕ)
n+2
n−2

可以被写作

Sε[W + ϕ] = −∆ϕ+ µε2ϕ− n(n+ 2)W
4

n−2ϕ+Rε − n(n− 2)Nε(ϕ), (4.2)

其中

Nε(ϕ) = (W + ϕ)
n+2
n−2 −W

n+2
n−2 − n+ 2

n− 2
W

4
n−2ϕ, (4.3)

Rε = Sε[W ] = −∆W + µε2W − n(n− 2)W
n+2
n−2 . (4.4)

从引理 2.1 中得到∥Rε∥∗∗ 6 CεΛ + ε2(− ln ε)
1
2 , ∥D(Λ,Q̄)R

ε∥∗∗ 6 Cε, n = 4,

∥Rε∥∗∗∗∗ 6 Cε2
2
3 , ∥D(Λ,Q̄,η)R

ε∥∗∗∗∗ 6 Cε2, n = 6.
(4.5)

现在考虑寻找函数 ϕ, 以及选取一些适当的常数 ci 使得 ϕ 和 ci 满足下列四维的线性化问题:
−∆(W + ϕ) + µε2(W + ϕ)− 8(W + ϕ)3 =

∑
i

ciZi, 在 Ωε 中成立,

∂ϕ

∂ν
= 0, 在 ∂Ωε 上成立,

⟨Zi, ϕ⟩ = 0, 0 6 i 6 4;

(4.6)

寻找函数 ϕ, 以及选取一些适当的常数 di 使得 ϕ, di 满足下列六维的线性化问题:
−∆(W + ϕ) + µε2(W + ϕ)− 24(W + ϕ)2 =

∑
i

diZi, 在 Ωε 中成立,

∂ϕ

∂ν
= 0, 在 ∂Ωε 上成立,

⟨Zi, ϕ⟩ = 0, 0 6 i 6 7.

(4.7)
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(4.6) 和 (4.7) 中的第一个方程也可以被写为

−∆ϕ+ µε2ϕ− 24W 2ϕ = 8Nε(ϕ)−Rε +
∑
i

ciZi,

−∆ϕ+ µε2ϕ− 48Wϕ = 24Nε(ϕ)−Rε +
∑
i

diZi.
(4.8)

为了运用压缩映射的办法证明 (4.6)和 (4.7)分别在 ∥ϕ∥∗ 和 ∥ϕ∥∗∗∗ 充分小的集合里有解,我们需要下

面关于高阶项 Nε 的估计:

引理 4.1 当 n = 4 时, 存在不依赖于 Λ 和 Q̄ 的常数 ε1 > 0, 以及不依赖于 ε、Λ、Q̄ 的常数 C,

使得对所有的 ε 6 ε1, 若 ∥ϕ∥∗ 6 CεΛ, 则

∥Nε(ϕ)∥∗∗ 6 CεΛ∥ϕ∥∗, (4.9)

∥Nε(ϕ1)−Nε(ϕ2)∥∗∗ 6 CεΛ∥ϕ1 − ϕ2∥∗. (4.10)

当 n = 6 时, 存在不依赖于 Λ、Q̄ 和 η 的常数 ε2 > 0, 以及不依赖于 ε、Λ、Q̄ 和 η 的常数 C, 使得对

所有的 ε 6 ε2, 若 ∥ϕ∥∗∗∗ 6 Cε2
2
3 , 则

∥Nε(ϕ)∥∗∗∗∗ 6 Cε∥ϕ∥∗∗∗, (4.11)

∥Nε(ϕ1)−Nε(ϕ2)∥∗∗∗∗ 6 Cε∥ϕ1 − ϕ2∥∗∗∗. (4.12)

证明 由于两种情形的证明类似, 这里只考虑四维的情形. 从 (4.3) 中, 我们注意到

|Nε(ϕ)| 6 C(Wϕ2 + |ϕ|3). (4.13)

我们有 ε−3(− ln ε)
1
2Wϕ2 + |ϕ|3 = ε(− ln ε)

1
2

∫
Ωε

(Wϕ2 + |ϕ|3), 利用以下的方式估计上式右端的积分项:

|Wϕ2 + |ϕ|3| 6 C((⟨z − Q̄⟩−2 + ε2(− ln ε)
1
2 )|ϕ|2 + |ϕ|3)

6 C((⟨z − Q̄⟩−4 + ε2(− ln ε)
1
2 ⟨z − Q̄⟩−2)∥ϕ∥2∗ + ⟨z − Q̄⟩−3∥ϕ∥3∗)

6 C((ε⟨z − Q̄⟩−4 + ε3(− ln ε)
1
2 ⟨z − Q̄⟩−2)Λ)∥ϕ∥∗.

作为推论, 有 ε−3(− ln ε)
1
2Wϕ2 + |ϕ|3 6 Cε2(− ln ε)

3
2Λ∥ϕ∥∗ 6 CεΛ∥ϕ∥∗. 另一方面,

∥⟨z − Q̄⟩3(Wϕ2 + |ϕ|3)∥∞ 6 CεΛ∥ϕ∥∗.

因此, (4.9) 成立. 对于 (4.10), 有

Nε(ϕ1)−Nε(ϕ2) = ∂ϑNε(ϑ)(ϕ1 − ϕ2),

其中 ϑ = xϕ1 + (1− x)ϕ2, x ∈ [0, 1]. 根据 ∂ϑNε(ϑ) = 3[(W + ϑ)2 −W 2], 我们导出

∂ϑNε(ϑ) 6 C(|W ||ϑ|+ ϑ2). (4.14)

重复 (4.9) 的证明, 可得 (4.10).

命题 4.1 若 n = 4, 我们可以找到常数 C, 不依赖于 (2.11) 中定义的 ε、Λ 和 Q, 使得对于充分

小的 ε, 问题 (4.6) 会有一个唯一的解 ϕ = ϕ(Λ, Q̄, ε) 并且满足以下的估计:

∥ϕ∥∗ 6 CεΛ. (4.15)
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进一步地, (Λ, Q̄) → ϕ(Λ, Q̄, ε) 在 ∗ 范数意义下是 C1 连续的, 以及

∥D(Λ,Q̄)ϕ∥∗ 6 Cε. (4.16)

若 n = 6,则可以找到常数 C,不依赖于 (2.13)中定义的 ε、Λ、η 和 Q,使得对于充分小的 ε,问题 (4.7)

会有一个唯一的解 ϕ = ϕ(Λ, η, Q̄, ε) 并且满足以下的估计:

∥ϕ∥∗∗∗ 6 Cε
8
3 . (4.17)

进一步地, (Λ, η, Q̄) → ϕ(Λ, η, Q̄, ε) 在 ∗ ∗ ∗ 范数意义下是 C1 连续的, 以及

∥D(Λ,η,Q̄)ϕ∥∗∗∗ 6 Cε
5
3 . (4.18)

证明 这里只给出四维情形的证明. 同文献 [18] 的思路一样, 考虑从空间 F={ϕ ∈ H1(Ωε)|∥ϕ∥∗
6 C ′εΛ} 到 H1(Ωε) 定义的映射

Aε(ϕ) = Lε(8Nε(ϕ) +Rε),

其中 C ′ 是一个充分大的数, 稍后再确定, Lε 由命题 3.1 给出. 我们注意到求解问题 (4.6) 等价于找到

映射 Aε 的不动点. 另一方面, 对于空间 F , 利用 (4.5)、命题 3.1 和引理 4.1, 有

∥Aε(ϕ)∥∗ 6 8∥Lε(Nε(ϕ))∥∗ + ∥Lε(Rε)∥∗ 6 C1(∥Nε(ϕ)∥∗∗ + εΛ)

6 C2C
′ε2Λ + C1εΛ 6 C ′εΛ,

其中 C ′ = 2C1 并且 ε 充分小. 上式推出 Aε 将空间 F 映到其自身. 现在证明 Aε 是一个压缩映射. 事

实上, 对于空间 F 中的函数 ϕ1 和 ϕ2, 在 ε 充分小时,

∥Aε(ϕ1)−Aε(ϕ2)∥∗ 6 C∥Nε(ϕ1)−Nε(ϕ2)∥∗∗ 6 CεΛ∥ϕ1 − ϕ2∥∗ 6 1

2
∥ϕ1 − ϕ2∥∗.

利用压缩映射定理可知, Aε 在空间 F 中有一个唯一的不动点, 即问题 (4.6) 有一个唯一的解 ϕ 并且

有 ∥ϕ∥∗ 6 C ′εΛ.

我们将证明映射 (Λ, Q̄) → ϕ(Λ, Q̄) 是 C1 连续的. 注意到, 如果对 F 中的函数 ψ, 设置

B(Λ, Q̄, ψ) ≡ ψ − Lε(8Nε(ψ) +Rε),

那么 ϕ 可以被定义为以下方程的解:

B(Λ, Q̄, ϕ) = 0. (4.19)

我们有 ∂ψB(Λ, Q̄, ψ)[θ] = θ − 8Lε(θ(∂ψNε)(ψ)). 利用命题 3.1 和方程 (4.14), 可得

∥Lε(θ(∂ψNε)(ψ))∥∗ 6 C∥θ(∂ψNε)(ψ)∥∗∗ 6 ∥⟨z − Q̄⟩−1(∂ψNε)(ψ)∥∗∗∥θ∥∗

6 C∥⟨z − Q̄⟩−1(W+|ψ|+ |ψ|2)∥∗∗∥θ∥∗.

运用 (2.16) 和 (3.10), 有 ∥Lε(θ(∂ψNε)(ψ))∥∗ 6 Cε∥θ∥∗. 所以, ∂ψB(Λ, Q̄, ϕ) 是可逆的并且其逆映射是

一致有界的. 那么利用 (Λ, Q̄, ψ) 7→ Lε(Nε(ψ)) 是 C1 连续的以及隐函数定理可知, (Λ, Q̄) 7→ ϕ(Λ, Q̄)

也是 C1 连续的.

296



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 2 期

最后, 我们证明 (4.16). 对 (4.19) 关于参数 Λ 求导, 有

∂Λϕ = (∂ψB(Λ, ξ, ϕ))−1((∂ΛLε)(Nε(ϕ)) + Lε((∂ΛNε)(ϕ)) + Lε(∂ΛR
ε)).

运用命题 3.1, 可得

∥∂Λϕ∥∗ 6 C(∥Nε(ϕ)∥∗∗ + ∥(∂ΛNε)(ϕ)∥∗∗ + ∥∂ΛRε∥∗∗).

借助引理 4.1 和 (4.15), 我们得到 ∥Nε(ϕ)∥∗∗ 6 Cε2. 根据 Nε 的定义, 有

|∂ΛNε(ϕ)| = 3ϕ2|∂ΛW |.

结合 |∂ΛW (z)| 6 C(⟨z − Q̄⟩−2 + ε2(− ln ε)
1
2 ), 可得 ∥∂ΛNε(ϕ)∥∗∗ 6 Cε. 最后, 利用 (4.5), 可以证明

∥∂Λϕ∥∗ 6 Cε. 通过同样的办法我们可以估计出 ϕ 关于参数 Q̄ 的导数. 这样就完成了全部的证明.

5 有限维约化: 约化的能量

定义四、六维约化的能量泛函如下:

Iε(Λ, Q) ≡ Jε[WΛ,Q̄ + ϕε,Λ,Q̄], n = 4, (5.1)

Iε(Λ, η,Q) ≡ Jε[WΛ,η,Q̄ + ϕε,Λ,η,Q̄], n = 6. (5.2)

我们有下面的命题:

命题 5.1 函数 u = WΛ,Q̄ + ϕε,Λ,Q̄ 是问题 (1.11) 在四维情形的解当且仅当参数 (Λ, Q̄) 是 Iε 的

临界值. 函数 u = WΛ,η,Q̄ + ϕε,Λ,η,Q̄ 是问题 (1.11) 在六维情形的解当且仅当参数 (Λ, η, Q̄) 是 Iε 的临

界值.

证明 这里只给出六维情形的证明, 四维情形可以类似地证明. 注意到 u =W + ϕ 是方程 (1.11)

的解当且仅当 u 是 Jε 的临界点, 这也等价于 (4.7) 中的系数满足 di = 0, 通过以下的关系:

⟨Z0, Y0⟩ = ∥Y0∥2ε = γ0 + o(1),

⟨Zi, Yi⟩ = ∥Yi∥2ε = γ1 + o(1), 1 6 i 6 6,

⟨Z7, Y7⟩ = ∥Y7∥2ε = γ2ε
3,

(5.3)

其中 γ0、γ1 和 γ2 均为正的常数, 以及

⟨Zi, Yj⟩ = o(1), i ̸= j, 0 6 i, j 6 6,

⟨Zi, Yj⟩ = O(ε3), i ̸= j, i = 7 或者 j = 7,
(5.4)

我们有

J ′
ε[W + ϕ][Yi] = 0, 0 6 i 6 7. (5.5)

另一方面, 从 (5.2) 推出 I ′ε(Λ, η,Q) = 0 等价于 J ′
ε(W + ϕ) 作用在 W + ϕ 关于 Λ、η 和 Q̄ 的导数为 0.

利用 Yi 的定义和命题 4.1, 有

∂(W + ϕ)

∂Λ
= Y0 + y0,

∂(W + ϕ)

∂Q̄i
= Yi + yi, 1 6 i 6 6,

∂(W + ϕ)

∂η
= Y7 + y7,
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其中 ∥yi∥∗∗∗ = O(ε2), 0 6 i 6 7. 我们写下如下的方程:

−∆(W + ϕ) + µε2(W + ϕ)− 24(W + ϕ)2 =
7∑
j=0

αjZj ,

然后记 aij = ⟨yi, Zj⟩. 因为对于所有的函数 θ, 若 ⟨θ, Zi⟩ = (θ, Yi)ε = 0 (0 6 i 6 7), 则 J ′
ε[W + ϕ][θ] = 0,

我们推出 I ′ε(Λ, η, Q̄) = 0 等价于 ([bij ] + [aij ])[αj ] = 0, 其中 bij = ⟨Yi, Zj⟩. 利用 ∥yi∥∗∗∗ = O(ε2) 以及

Zi 和 Yi (0 6 i 6 7) 的表达式, 可以直接得到

b00 = γ0 + o(1), bii = γ1 + o(1), 1 6 i 6 6, b77 = γ2ε
3,

bij = o(1), 0 6 i ̸= j 6 6, bij = O(ε3), i = 7 或者 j = 7, i ̸= j,

aij = O(ε2), 0 6 i 6 7, 0 6 j 6 6, ai7 = O(ε4), 0 6 i 6 7.

从上面的计算可知, [bij + aij ] 是一个可逆的矩阵, 这可以推出 αi = 0. 于是可得 I ′ε(Λ, η, Q̄) = 0 等价

于 (5.5), 于是命题 5.1 证毕.

在证明了命题 5.1 之后, 接下来将考虑 Iε 的临界值. 首先, 计算出 Iε 的表达式.

命题 5.2 当 n = 4 时, 若 ε 充分小, 则

Iε(Λ, η,Q) = Jε[W ] + ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

σε,4(Λ, Q), (5.6)

其中 σε,4 = O(Λ2) + oε(1), DΛ(σε,4) = O(Λ) + oε(1). 当 n = 6 时, 若 ε 充分小, 则

Iε(Λ, η,Q) = Jε[W ] + ε4σε,6(Λ, η,Q), (5.7)

其中 σε,6 = oε(1), DΛ,η(σε,6) = oε(1).

证明 这里只给出四维情形的证明,六维情形的证明类似. 利用 (5.1)、Taylor展开和 J ′
ε[W +ϕ][ϕ]

= 0, 我们有

Iε(Λ, Q)− Jε[W ] = Jε[W + ϕ]− Jε[W ] = −
∫ 1

0

J ′′
ε (W + tϕ)[ϕ, ϕ](t)dt

= −
∫ 1

0

(∫
Ωε

(|∇ϕ|2 + µε2ϕ2 − 24(W + tϕ)2ϕ2)

)
tdt,

由此得到

Iε(Λ, Q)− Jε[W ] = −
∫ 1

0

(
8

∫
Ωε

(Nε(ϕ)ϕ+ 3[W 2 − (W + tϕ)2]ϕ2)

)
tdt+

∫
Ωε

Rεϕ. (5.8)

我们可以按如下的方式估计 (5.8) 右端的第一项:∣∣∣∣ ∫
Ωε

Nε(ϕ)ϕ

∣∣∣∣ 6 C

∫
Ωε

|ϕ|4 + |Wϕ3| = O(ε4 ln ε).

类似地, 对于 (5.8) 右端的第二项, 我们得到∣∣∣∣ ∫
Ωε

[W 2 − (W + tϕ)2]ϕ2
∣∣∣∣ 6 C

∫
Ωε

|ϕ|4 + |Wϕ3| = O(ε4 ln ε).
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对于 (5.8) 中的最后一项, 有

|Rε|∗ = |Sε[W ]| = O(ε4(− ln ε)⟨z − Q̄⟩−2 + ε2(− ln ε)
1
2 ⟨z − Q̄⟩−4)

+O(Λ)

(
ε4

− ln ε

∣∣∣∣ ln 1

ε(1 + |z − Q̄|)

∣∣∣∣+ ε4

(− ln ε)
1
2

)
在 Ωε 一致成立. 通过简单的计算可得 |

∫
Ωε
Rεϕ| = O(ε2(− ln ε)

1
2Λ2 + ε3(− ln ε)

1
2 ), 这里用到了 ∥ϕ∥∗

= O(εΛ). 这就完成了命题 5.2 第一部分的证明.

对方程 (5.8) 的两端进行求导, 利用 (4.3)、(4.5) 以及引理 2.1, 依次对每一项进行估计, 然后重复

同样的讨论过程, 我们可以给出 Iε 关于 Λ 导数的估计. 命题 5.2 证毕.

6 定理 1.1 的证明

本节将分别证明 Iε(Λ, Q)和 Iε(Λ, η,Q)存在着临界点,从而结合命题 5.1证明出定理 1.1. 根据命

题 5.2 和引理 2.1, 定义

Kε(Λ, Q) =
Iε(Λ, Q)− 2

∫
R4 U

4

(− ln ε
c1

)
1
2 ε2

, (6.1)

Kε(Λ, η,Q) =
Iε(Λ, η,Q)− 4

∫
R6 U

3

ε3
. (6.2)

对于四维的情形, 有

Kε(Λ, Q) =
1

4
c4Λ

2 ln
1

Λε

(
c1

− ln ε

)
− c24Λ

2

2|Ω|
+

1

2
c24Λ

2H(Q,Q)

(
c1

− ln ε

) 1
2

+O

(
Λ2

− ln ε
+ ε

)
, (6.3)

对于六维的情形, 有

Kε(Λ, η,Q) =

(
1

2
η2|Ω| − c6Λ

2η +
1

48
c6Λ

2 − 8η3|Ω|
)
+

1

2
c26Λ

4H(Q,Q)ε

+
1

2

(
η − c6Λ

2

|Ω|

)
ε

∫
Ω

Λ2

|x−Q|4
+ o(ε). (6.4)

接下来将考虑 Kε(Λ, Q),找出其相对于 Λ和 Q的临界点,以及找出 Kε(Λ, η,Q)相对于 Λ、η 和 Q

的临界点.

首先, 考虑四维情形时的 Kε(Λ, Q). 根据参数 Λ 和 Q 的设定, 我们知道 Λ 和 Q 落在一个紧致集

里, 从而可以得到 Kε(Λ, Q) 在这个紧致的集合里拥有一个最大值. 我们断言:

断言 6.1 Kε(Λ, Q) 相对于 Λ 和 Q 的最大值点不会落在参数区域的边界上.

一旦我们能证明上述断言, 那么就可以证明 Kε(Λ, Q) 存在一个内点极值点. 在我们证明这个断

言之前, 首先考虑

Fε(Λ) =
1

4
c4Λ

2 ln
1

Λε

(
c1

− ln ε

)
− c24Λ

2

2|Ω|
.

注意到
∂

∂Λ
[Fε(Λ)] =

1

2
c4Λ ln

1

Λε

(
c1

− ln ε

)
− 1

4
c4Λ

(
c1

− ln ε

)
− c24Λ

|Ω|
,
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选取 c1 = 2c4
|Ω| , 我们可以找到

Λ∗ = exp

(
− 1

2

)
∈
(
exp

(
− 1

2

)
εβ , exp

(
− 1

2

)
ε−β

)
,

其中 β ∈ (0, 13 ) 是一个固定的常数, 使得 ∂
∂ΛFε |Λ=Λ∗ = 0. 我们可得 Λ∗ 是函数 Fε(Λ) 在 [Λ4,1,Λ4,2] 中

的最大值点, 其中 Λ4,1 = exp(−1
2 )ε

β ,Λ4,2 = exp(−1
2 )ε

−β . 为了证明上述断言, 我们需要在能量的展开

式中考虑 Λ 的影响. 通过第 7 节中第一部分的计算, 我们有

Kε(Λ, Q) =
1

4
c4Λ

2 ln
1

Λε

(
c1

− ln ε

)
− c24Λ

2

2|Ω|
+

1

2
c24Λ

2H(Q,Q)

(
c1

− ln ε

) 1
2

+O

(
Λ2

− ln ε
+ ε

)
.

选取 Λ = Λ∗, Q = p. (这里 p 是函数 H(Q,Q) 取得最大值的点, 这样的点是不难找到的. 我们注

意到这样一个事实: 随着 d(Q, ∂Ω) → 0, H(Q,Q) → −∞, 详细证明参见文献 [15] 及其参考文献. 因此

我们可以找到这样的点 p.)

我们将证明最大值点不会落在 ∂Mδ4 . 选取 δ4 使得 ω1 < max∂Mδ4
H < ω2, 其中 ω1 和 ω2 是充分

大的负数. 接下来固定集合 Mδ4 . 我们可以很容易发现 Kε(Λ, Q) < Kε(Λ, p) 对任意的 Q ∈ ∂Mδ4 和

Λ ∈ [Λ4,1,Λ4,2] 成立.

接下来证明 Kε(Λ
∗, p) > Kε(Λ4,2, Q). 不难发现

Fε[Λ4,2] 6 cε−2β ,

其中 c < 0. 考虑到 Kε(Λ4,2, Q) 中其他项都是 ε−2β 的无穷小量, 于是可以找到常数 c < 0 使得对于任

意的 Q ∈ Mδ4 , 有 Kε(Λ4,2, Q) 6 cε−2β . 另一方面, 根据 Λ∗ 和 p 的选取, 得到 Kε(Λ
∗, p) = O(1). 因此,

我们可以证明 Kε(Λ
∗, p) > Kε(Λ4,2, Q), ∀Q ∈ Mδ4 .

最后来证明最大值点的 Λ 不会满足 Λ = Λ4,1. 选取 Λ = εβ/2, Q = p, 直接的计算推导出

Kε(ε
β/2, p) =

βc24ε
β

4|Ω|
(1 + o(1)), Kε(Λ4,1, Q) =

βc24ε
2β

2|Ω|
(1 + o(1)).

当 ε充分小时, Kε(ε
β/2, p) > Kε(Λ4,1, Q), ∀Q ∈ Mδ4 . 于是, 我们证明了断言 6.1在四维情形时是正确

的. 换言之, 我们可得函数 Kε(Λ, Q) 在 [Λ4,1,Λ4,2] ×Mδ4 的内部有一个最大值点. 因此, 我们找到了

函数 Kε(Λ, Q) 关于 Λ 和 Q 的极值点.

对于六维的情形. 令 η = 1
48 + aε

1
3 , c6Λ

2

|Ω| = 1
96 + bε

2
3 , 则

Kε(a, b,Q) := Kε(Λ, η,Q) =
1

6912
|Ω|+ [F (Q)− (8a3 + ab)|Ω|]ε+ o(ε), (6.5)

其中 F (x) = |Ω|
18432 (|Ω|H(x, x) + 1

c6

∫
Ω

1
|x−y|4 dy), −η6 6 a 6 η6, −Λ6 6 b 6 Λ6.

设定 C0 = F (p0), p0 为 F (x)取得最大值的点. 事实上,随着 d(Q, ∂Ω) → 0, H(Q,Q) → −∞,以及

I(x) =
∫
Ω

1
|x−y|4 dy 在 Ω 内一致有界, 于是, 我们总可以选取满足上述要求的点 p0. 现在引入另外 5 个

常数 Ci, i = 1, 2, 3, 4, 5, 其中 C2 < C1 < C0, 0 < C3 < C4 < η6, 0 < C3 < C5 < Λ6, 具体的值随后给出.

设定

Σ0 = { − C4 6 a 6 C4,−C5 6 b 6 C5, Q ∈ NC2}, (6.6)

其中 NCi = {q : F (q) > Ci} (i = 1, 2) 以及选取 δ6 满足 NC2 ⊂ Mδ6 .
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定义

B = {(a, b,Q) | (a, b) ∈ BC3
(0), Q ∈ NC1

}, B0 = {(a, b) | (a, b) ∈ BC3
(0)} × ∂NC1

, (6.7)

其中 Br(0) := {0 6 a2 + b2 6 r}.
显然, B0 ⊂ B ⊂ Σ0, 这里 B 是一个紧致的集合. 令 Γ 是 B → Σ0 满足 φ(y) = y (∀ y ∈ B0) 的所

有连续映射组成的集合. 我们按如下方式定义 c:

c = min
φ∈Γ

max
y∈B

Kε(φ(y)).

我们将要证明 c 是一个极值. 出于这个目的, 我们将要验证以下两个条件:

(T1) maxy∈B0 Kε(φ(y)) < c, ∀φ ∈ Γ;

(T2) 对于 ∂Σ0 上所有满足 Kε(y) = c 的点 y, 我们找到 y 相对于集合 ∂Σ0 的切向向量 τy 使得

∂τyKε(y) ̸= 0.

假定 (T1) 和 (T2) 成立. 利用经典的形变理论我们可以证明出 c 是 Kε(Λ, η,Q) 在集合 Σ0 内的

一个 (拓扑非平凡) 极值点 (同样的记号在文献 [25] 中被引入用来寻找平均曲率退化的极值点).

为了证明 (T1)和 (T2),定义 φ(y) = φ(a, b,Q) = (φa, φb, φQ),其中 (φa, φb) ∈ [−C4, C4]×[−C5, C5],

φQ ∈ NC2
.

对于任意的映射 φ ∈ Γ 和 NC1 中的点 Q, Q → φQ(a, b,Q) 是一个从 NC1 到 NC2 的连续函数并

满足 φQ(a, b,Q) = Q, ∀Q ∈ ∂NC1 . 设 D 是包含集合 NC2 最小的球, 定义从 D 到 D 的映射 φ̃Q 如下:

φ̃Q(x) = φQ(x), x ∈ NC1 ,

φ̃Q(x) = Id, x ∈ D \ NC1 .

我们可以证明存在 Q′ ∈ D 使得 φ̃Q(Q
′) = p0. 如若不成立,

φ̃Q−p0
|φ̃Q−p0| 提供了一个从 D 到 S5 的连续映

射, 然而 Brouwer不动点定理告诉我们这个是不可能的. 于是, 存在 Q′ ∈ D 使得 φ̃Q(Q
′) = p0.借助 φ̃

的定义, 我们可以得到 Q′ ∈ NC1 . 那么,

max
y∈B

Kε(φ(y)) > Kε(φa(a, b,Q
′), φb(a, b,Q

′), p0) >
1

6912
|Ω|+ (C0 − C6|Ω|)ε+ o(ε), (6.8)

其中 C6 = 8C3
4 + C4C5 代表了 8a3 + ab 在 [−C4, C4]× [−C5, C5] 中的最大值. 作为推论, 有

c > 1

6912
|Ω|+ (C0 − C6|Ω|)ε+ o(ε). (6.9)

对于 (a, b,Q) ∈ B0, 有 F (φQ(a, b,Q)) = C1. 于是,

Kε(a, b,Q) 6 1

6912
|Ω|+ (C1 + C7|Ω|)ε+ o(ε), (6.10)

其中 C7 = max(a,b)∈BC3 (0)
8a3 + ab < 8C3

3 + C2
3 .

如果选取 C0 −C1 > (8C3
4 +C4C5 + 8C3

3 +C2
3 )|Ω| > (C6 +C7)|Ω|, 那么, maxy∈B0 Kε(φ(y)) < c 成

立. 这样就推出了 (T1).

为了证明 (T2), 我们观察到

∂Σ0 := {(a, b,Q) | a = −C4 或者 a = C4 或者 b = −C5 或者 b = C5 或者 Q ∈ ∂NC2}.
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因为 C4 和 C5 是任意的, 所以可以设定 0 < 24C2
4 < C5. 那么当 a = −C4 或者 a = C4, 可以选

取 τy = ∂
∂b ; 当 b = −C5 或者 b = C5, 可以选取 τy = ∂

∂a . 根据 C4 和 C5 的选取, 我们可以证明

∂τyKε(y) ̸= 0. 最后考虑若 Q ∈ ∂NC2 , 则有

Kε(a, b,Q) 6 1

6912
|Ω|+ (C2 + C7|Ω|)ε+ o(ε), (6.11)

其中右端项在 C2 < C1 + C7|Ω| − C6|Ω| 时小于 c. 于是我们就验证了 (T2).

综上所述, 我们证明了当 ε 充分小时, c 是一个临界值, 也就是 Kε 在集合 Σ0 中存在内部的极值

点. 从而推出 Kε 在集合 (2.13) 存在极值点.

定理 1.1 的证明 若 n = 4, ε充分小时,我们证明了 Iε有一个极值点 (Λε, Qε).令 uε =WΛε,Q̄ε,ε,

则 uε 是问题 (1.12) 在四维情形时的一个非平凡解. 利用最大值原理可以得到 uε 于 Ωε 满足 uε > 0.

令 uµ = ε−1uε(x/ε). 根据我们的构造, uµ 满足定理 1.1 所需的所有条件, 于是我们完成了四维情形的

证明. 类似地, 我们也可以证明六维的情形. 定理 1.1 证毕.

7 引理 2.1 的证明

我们把证明分为两部分. 首先考虑四维的情形. 根据 W 的定义、(2.10) 和 (2.15), 可得

Sε[W ] = −∆W + µε2W − 8W 3

= 8U3 + ε4
(

c1
− ln ε

)
Û − ε2

(
c1

− ln ε

) 1
2

∆(Rε,Λ,Qχ)− 8W 3

= O(ε4(− ln ε)⟨z − Q̄⟩−2 + ε2(− ln ε)
1
2 ⟨z − Q̄⟩−4)

+O(Λ)

(
ε4

− ln ε

∣∣∣∣ ln 1

ε(1 + |z − Q̄|)

∣∣∣∣+ ε4

(− ln ε)
1
2

)
.

同样的过程, 我们可得 DΛSε[W ] 和 DQ̄Sε[W ] 的估计.

接下来证明能量估计 (2.23). 从 (2.15) 和 (2.16) 可以得到∫
Ωε

|∇W |2 + ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2
∫
Ωε

W 2

= 8

∫
Ωε

U3W + ε4
(

c1
− ln ε

)∫
Ωε

ÛW − ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2
∫
Ωε

∆(Rχ)W. (7.1)

对于方程 (7.1) 右端的第一项, 有∫
Ωε

U3W =

∫
Ωε

U4 + ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2
∫
Ωε

ÛU3 +
c4Λ

|Ω|
ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2
∫
Ωε

U3. (7.2)

注意到
∫
Ωε
U4 =

∫
R4 U

4
1,0 +O(ε4),

∫
Ωε
U3 = c4Λ

8 +O(ε2), 则∫
Ωε

U3W =

∫
R4

U4
1,0 +

c24Λ
2

8|Ω|
ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2

+ ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2
∫
Ωε

ÛU3 +O

(
ε4
(

c1
− ln ε

)− 1
2
)
.

对于上述等式右端的第三项, 有∫
Ωε

ÛU3 = −
∫
Ωε

ΨU3 − c4Λ

(
c1

− ln ε

)− 1
2
∫
Ωε

H(x,Q)U3 +

∫
Ωε

(Rχ)U3
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= −c4Λ
2

16
ln

1

Λε
− c24Λ

2

8

(
c1

− ln ε

)− 1
2

H(Q,Q) +O(Λ2).

从而, ∫
Ωε

U3W =

∫
R4

U4
1,0 +

c24Λ
2

8|Ω|
ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2

− c4Λ
2

16
ln

1

Λε
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

− c24Λ
2

8
ε2H(Q,Q) +O

(
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

Λ2 + ε4
(

c1
− ln ε

)− 1
2
)
. (7.3)

对于方程 (7.1) 右端的第二项, 有∫
Ωε

ÛW =

∫
Ωε

ÛU + ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2
∫
Ωε

Û2 +
c4Λ

|Ω|
ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2
∫
Ωε

Û .

利用 ∫
Ωε

ÛU = O

(
ε−2

(
c1

− ln ε

)− 1
2

Λ2

)
,

∫
Ωε

Û2 = O(ε−4(− ln ε)Λ2),∫
Ωε

Û = ε−4

(
c1

− ln ε

)− 1
2
∫
Ω

Λ

|x−Q|2
+O(ε−4Λ),

其中我们运用了
∫
Ω
G(x,Q) = 0, 则有

ε4
(

c1
− ln ε

)∫
Ωε

ÛW =
c4Λ

2

|Ω|
ε2

∫
Ω

1

|x−Q|2
+O

(
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

Λ2

)
. (7.4)

对于方程 (7.1) 右端剩余的一项, 有∫
Ωε

∆(Rχ)W = ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2 c4Λ

|Ω|

∫
Ωε

∆(Rχ) +O(Λ2)

= ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2 c4Λ

|Ω|

∫
∂Ωε

∂(Rχ)

∂ν
+O(Λ2)

=

(
c1

− ln ε

)−1
c4Λ

|Ω|

∫
∂Ωε

∂(U − ε2( c1
− ln ε )

1
2Ψ− c4Λε

2H)

∂ν
+O(Λ2)

=

(
c1

− ln ε

)−1
c4Λ

|Ω|

∫
Ωε

∆

(
U − ε2

(
c1

− ln ε

) 1
2

Ψ− c4Λε
2H

)
+O(Λ2)

=

(
c1

− ln ε

)−1
c4Λ

|Ω|

∫
Ωε

(
− 8U3 + ε2

(
c1

− ln ε

) 1
2

U + c4Λε
4 1

|Ω|

)
+O(Λ2)

=

(
c1

− ln ε

)− 1
2 c4Λ

2

|Ω|

∫
Ω

1

ε2Λ2 + |x−Q|2
+O(Λ2 + ε2(− ln ε)). (7.5)

(7.3)–(7.5) 推出

1

2

∫
Ωε

(
|∇W |2 + ε2

(
c1

− ln ε

) 1
2

W 2

)
= 4

∫
R4

U4
1,0 + ε2

(
c1

− ln ε

)− 1
2 c24Λ

2

2|Ω|
− c24Λ

2

2
H(Q,Q)ε2

− c4Λ
2

4
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

ln
1

Λε
+O

(
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

Λ2

)
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+O

(
ε4
(

c1
− ln ε

)− 1
2
)
. (7.6)

最后, 我们计算
∫
Ωε
W 4 :

∫
Ωε

W 4 =

∫
Ωε

U4 + 4ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2
∫
Ωε

U3Û + 4ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2 c4Λ

|Ω|

∫
Ωε

U3 +O

(
ε4
(

c1
− ln ε

)−2)
=

∫
R4

U4
1,0 −

c4Λ
2

4
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

ln
1

Λε
− c24Λ

2

2
ε2H(Q,Q) +

c24Λ
2

2|Ω|
ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2

+O

(
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

Λ2

)
+O

(
ε4
(

c1
− ln ε

)−2)
. (7.7)

利用 (7.6) 和 (7.7), 可得

Jε[W ] =
1

2

∫
Ωε

|∇W |2 + µε2

2

∫
Ωε

W 2 − 2

∫
Ωε

W 4

= 2

∫
R4

U4
1,0 +

c4Λ
2

4
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

ln
1

Λε
− c24Λ

2

2|Ω|
ε2
(

c1
− ln ε

)− 1
2

+
1

2
c24Λ

2ε2H(Q,Q) +O

(
ε2
(

c1
− ln ε

) 1
2

Λ2

)
+O(ε4(− ln ε)2). (7.8)

在本节的最后, 我们证明 (2.24)–(2.28). 通过 W 的定义、(2.10) 和 (2.15), 我们有

Sε[W ] = −∆W + ε3W − 24W 2

= 24U2 + ε6Û − ε3∆(Rχ) + ε6
(
η − c6Λ

2

|Ω|

)
− 24U2 − 24η2ε6 +O(ε3⟨z − Q̄⟩−4)

= −ε6
(
24η2 − η +

c6Λ
2

|Ω|

)
+O(ε3⟨z − Q̄⟩−4)

= O(⟨z − Q̄⟩−3 2
3 ε3).

利用同样的办法, 我们可以得到 DΛSε[W ]、DQ̄Sε[W ] 和 DηSε[W ] 的估计. 接下来计算能量的展开式.

从 (2.15) 和 (2.16) 推出∫
Ωε

|∇W |2 + ε3
∫
Ωε

W 2 =

∫
Ωε

(−∆W + ε3W )W

=

∫
Ωε

(
24U2 + ε6Û − ε3∆(Rχ) + ε6

(
η − c6Λ

2

|Ω|

))
W. (7.9)

对于 (7.9) 右端的第一项, 有∫
Ωε

U2W =

∫
Ωε

U3 + ε3
∫
Ωε

ÛU2 + ηε3
∫
Ωε

U2

=

∫
R6

U3
1,0 +

1

24
c6ηΛ

2ε3 − ε3
∫
Ωε

U2Ψ− c6Λ
2ε4

∫
Ωε

U2H +O(ε5)

=

∫
R6

U3
1,0 +

1

24
c6ηΛ

2ε3 − 1

24
c26Λ

4ε4H(Q,Q)− 1

576
c6Λ

2ε3 +O(ε5). (7.10)
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对于 (7.9) 右端的第二和三项, 类似于四维情形处理的方法, 可得

ε6
∫
Ωε

ÛW = ε6
∫
Ωε

Û(U + ε3Û + ηε3) = −ηΛ2ε4
∫
Ω

1

|x−Q|4
+O(ε5), (7.11)

− ε3
∫
Ωε

∆(Rχ)W = ε3η

∫
Ωε

∆(U − ε3Ψ− c6ε
4Λ2H) +O(ε5) = ε6η

∫
Ωε

U +O(ε5)

= ηΛ2ε4
∫
Ω

1

|x−Q|4
+O(ε5), (7.12)

ε6
(
η − c6Λ

2

|Ω|

)∫
Ωε

W = (η2|Ω| − c6ηΛ
2)ε3 +

(
η − c6Λ

2

|Ω|

)
ε4

∫
Ω

Λ2

|x−Q|4
+O(ε5). (7.13)

从 (7.10)–(7.13) 可推出

1

2

∫
Ωε

|∇W |2 + ε3

2

∫
Ωε

W 2 = 12

∫
R6

U3
1,0 +

(
1

2
η2|Ω| − 1

48
c6Λ

2

)
ε3 − c26Λ

4

2
H(Q,Q)ε4

+
1

2

(
η − c6Λ

2

|Ω|

)
ε4

∫
Ω

Λ2

|x−Q|4
+O(ε5), (7.14)

则 ∫
Ωε

W 3 =

∫
R6

U3
1,0 + 3ε3

∫
Ωε

U2Û + 3ε3
∫
Ωε

U2η + 3ε6
∫
Ωε

Uη2 + 3ε9
∫
Ωε

Ûη2 + ε9
∫
Ωε

η3 +O(ε5)

=

∫
R6

U3
1,0 +

1

8
c6ηΛ

2ε3 − 1

192
c6Λ

2ε3 + η3|Ω|ε3 − 1

8
c26Λ

4H(Q,Q)ε4 +O(ε5). (7.15)

从 (7.14) 和 (7.15) 可得六维能量的表达式

Jε[W ] = 4

∫
R6

U3
1,0 +

(
1

2
η2|Ω| − c6ηΛ

2 +
1

48
c6Λ

2 − 8η3|Ω|
)
ε3 +

1

2
c26Λ

4H(Q,Q)ε4

+
1

2

(
η − c6Λ

2

|Ω|

)
ε4

∫
Ω

Λ2

|x−Q|4
+O(ε5). (7.16)

因此, 我们完成了引理 2.1 的证明.
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