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摘要 量子纠缠是量子信息科学的主要特征之一,与量子力学的基础密切相关.判定一个给定的量子态是
否纠缠通常并不容易. 基于量子态的特性函数或特性矩阵,我们提出一种新的两体量子态可分离性准则.我
们使用局域滤波变换和局域旋转变换简化量子态的特性矩阵,而保持量子态的正定性和纠缠与否的性质不
变.海森堡-外尔矩阵基的研究使得这些局域变换简单易行. 局域变换极大地简化了特性矩阵,新准则用简化
了的特性矩阵的非零元素来构造.针对Peres-Horodecki准则不起作用的3 × 3系统一些主要的量子态,我们
比较了新准则与重排准则及相关矩阵准则的异同.结果表明,对大部分量子态,我们的新准则比重排准则有
更好的性能.该新准则非常容易计算,对任意维数的两体可分离性都适用.
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1 引言

纠缠是量子信息的标志性特征,但判断一个量
子态是否纠缠通常并不容易,除非是一些特殊情况.
研究表明,纠缠判定是一个NP困难问题 [1]. 对于低
维量子态可以使用半定规划程序计算进行判定 [2].
除程序计算之外,存在一些简单易行的纠缠判定方
法,称为可分离性准则,例如Peres-Horodecki准则即
部分转置正定(PPT)准则 [3, 4]、可计算交叉模及重

排准则(CCNR) [5, 6](我们将其简称为重排准则)、不
确定关系准则 [7]、协方差矩阵准则 [8, 9]以及相关矩

阵准则 [10]及其改进 [11, 12]. 违反这些准则标志着存

在纠缠. 可分离性准则中最具影响力的是PPT 准
则. 对于希尔伯特空间维数是2 × 2(双量子比特系
统)和2 × 3的系统, 该准则也是可分离的充分条件,
对维数更高的系统,则不再是充分条件.存在部分转
置正定的纠缠态(PPTES),不能被Peres-Horodecki准
则探测到,这时要用其他的准则.

实验上,比较方便的纠缠检测方法是利用纠缠
见证者 [13–15]. 纠缠见证者是一个厄米算符,其在量
子态上的均值对所有可分离态显示非负值,但至少
对一个纠缠态显示负值.任何纠缠准则都可以表示
为纠缠见证者的形式. 不过对于给定的量子态, 找
到合适的纠缠见证者并不容易.
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我们对纠缠见证者方法进行优化,发现两体量
子系统存在一种新的可分离性准则.首先我们将密
度算符转换为其特性函数,这在某种意义上类似于
傅里叶变换.特性函数是量子连续变量系统的概念,
推广到离散系统仍可以称之为特性函数,只是其自
变量离散.对单量子比特系统,特性函数就是其布洛
赫(Bloch)矢量,它们是密度算符用泡利算符展开以
后的系数. 对双量子比特系统,特性函数组成矩阵,
这是一个4 × 4的矩阵,由15个系数来描述(一个矩阵
元已知为1,对应于密度矩阵的归一化),通过局域变
换和经典通信(LOCC)可以简化为6个系数, 导引椭
球方法描述双量子比特态时, 这6个系数或其绝对
值是椭球的球心坐标和3个半轴长度 [16]. 最近,布洛
赫矢量表示方法被推广到多维量子系统,对应于泡
利矩阵有海森堡-外尔(Heisenberg-Weyl)矩阵 [17]. 对
于希尔伯特空间维数是d1 × d2的两体系统,得到特
性函数矩阵是d2

1 ×d2
2的,有(d1d2)2 −1个系数. 通过局

域变换和经典通信(LOCC)可以简化为2(d2
1 − 1)个系

数(假定d1 6 d2), 这些系数已经包含了量子态是否
纠缠的全部信息.我们提出的可分离性准则用这些
系数中的一半来构造.我们将新准则应用于3 × 3量
子系统的PPT纠缠态, 并比较了其与重排准则及相
关矩阵准则的纠缠检测性能.

2 纠缠准则及布洛赫表象

纠缠的反面是可分离性. 两体量子态如果可以
通过局域变换和经典通信进行制备则是可分离的,
也就不含有量子纠缠,这样的态被Werner [18]表达为

ρ =
∑

i

piρ
i
A ⊗ ρi

B, (1)

其中, pi是概率, ρi
A和ρ

i
B是两个子系统的量子态.

Peres [3]从该表达式中导出第一个实用的量子态

可分离性必要条件. 如果对一个子系统(比如B子
系统)进行转置操作, 称为部分转置, 则操作以后
的态还是合法的量子态, 即可分离量子态密度矩
阵的部分转置是非负的, 出现负本征值则是纠缠
态. 该准则称为Peres-Horodecki准则或部分转置正
定(PPT)准则.

如果我们将量子态的密度矩阵写成矩阵元

的形式, ρ =
∑

i jkl ρi j,kl|i j⟩⟨kl|. 其中矩阵元ρi j,kl的下

标i, k属于A子系统, 下标 j, l属于B子系统, 则部分
转置(对B子系统转置)以后的矩阵元为ρPT

i j,kl=ρil,k j.
Peres-Horodecki部分转置正定准则就是

ρPT > 0. (2)

违反该式意味着纠缠. 部分转置是把密度矩阵
的第2个下标 j与第4个下标l进行交换. 如果我们将
第2个下标 j与第3个下标k进行交换,我们得到一个
重排矩阵ρR =

∑
i jkl ρik, jl|i j⟩⟨kl|. 重排准则便是

Tr
√
ρRρR† 6 1. (3)

违反该式意味着纠缠.
量子比特可以直观地用布洛赫表象表示,

ρ = 1
2 (I2 + v · σ), 其中, I2 = σ0 是2 × 2恒等矩

阵, σ = (σ1, σ2, σ3), 其中σi(i = 1, 2, 3)是泡利矩
阵. v为布洛赫矢量, 泡利矩阵是无迹的并且满
足Tr(σiσ j) = 2δi j,布洛赫矢量的分量为vi = Tr(ρσi).
容易将布洛赫表象推广到双量子比特系统或多量子

比特系统.双量子比特态可以写为

ρ =
1
4

3∑
i, j=0

Ri jσi ⊗ σ j. (4)

其中, Ri j = Tr(ρσi ⊗ σ j)是实系数. 显然R00 = Trρ =
1,记Ri j 组成的矩阵为R,则R可以写为

R =

 1 b
aT T

 , (5)

其中, 矢量a是第一个量子比特的布洛赫矢量, b是
第二个量子比特的布洛赫矢量, 而两体关联包含
在3 × 3矩阵T中. 仿照连续变量系统,我们将R称为
特性函数,或特性矩阵,本文基于R构造的可分离性
准则便称为特性函数准则.特性函数与相关函数的
区别在于: 相关函数是一般的两体可观察量算符在
态上的平均值,而特性函数是特定的海森堡-外尔算
符在态上的均值.推广到无穷维,后者正是连续变量
系统的特性函数.
对双量子比特态ρ作用一个可逆保迹的局域

滤波变换可以将其变为正则形式的量子态ρ̃. 变换
为ρ→ ρ̃ =

(
I2⊗ 1√

2ρB

)
ρ
(
I2⊗ 1√

2ρB

)
[19],而ρB = TrBρ是
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第二个量子比特的约化矩阵. 经过变换以后, 第二
个量子比特的布洛赫矢量为零,第一个量子比特的
布洛赫矢量变为ã,关联矩阵T变为T̃. 局域滤波变换
保持正定性: ρ > 0当且仅当ρ̃ > 0;也保持态的可分
离性: ρ是纠缠态当且仅当ρ̃是纠缠态 [20]. 因此ρ的
可分离性可以通过研究ρ̃来确定.
下一步是通过局域变换作用将矩阵T̃对角

化, 这可以通过局域旋转变换ã → OA ã, b̃ →
OB b̃和T̃ → OAT̃OT

B 来实现,其中OA,OB ∈ S O(3) [21].
而OA,OB容易从矩阵T̃的带符号的奇异值分解中
得到. 经过局域滤波和局域旋转等两类局域变
换, 我们得到的第一个量子比特的布洛赫矢量,
记为c = OA ã, 第二个量子比特的布洛赫矢量
为OB b̃ = 0, 关联矩阵对角化为Q = OAT̃OT

B. 因
此, 特性函数矩阵经过两类局域变换以后共有6个
变量,分别为c的3个分量和对角矩阵Q的3个对角元.
量子态ρ是否纠缠由这6个量确定.
既然通过布洛赫表象能够将量子态参数数目压

缩而保持其是否纠缠的性质不变,那么有意义的工
作就是将布洛赫表象推广到多能级系统或多维系

统.这有赖于最近关于海森堡-外尔矩阵的工作.泡
利矩阵是2×2矩阵,与单位矩阵一起构成矩阵基,任
何2 × 2矩阵都可以在矩阵基上展开. 推广到3 × 3矩
阵,首先想到的是8个盖尔曼矩阵;而推广到4 × 4矩
阵, 有15个狄拉克矩阵. 但是实际按照一定要求构
造的3×3及4×4海森堡-外尔矩阵基与盖尔曼矩阵基
及狄拉克矩阵基是不同的. 这里所谓一定的要求便
是: 如我们把d × d 矩阵基还记为σi(i = 1, ..., d2 − 1)
则有

Tr(σiσ j) = dδi j. (6)

我们看到盖尔曼矩阵基并不满足这一条件. 文
献[17] 构造了任意维数的海森堡-外尔矩阵基, 当
然这些矩阵基除满足上式之外还是无迹的厄米矩

阵. 任意的希尔伯特空间维数为d维量子态就可以
表达为

ρ =
1
d

(Id + v · σ). (7)

其中, Id是d × d恒等矩阵. 我们得到d2 − 1维矢量v(不
妨仍称为布洛赫矢量)来表示量子底特(Qudit). 对

纯量子态总有Tr(ρ2) = 1, 这导致纯态的布洛赫矢
量v长度为

|v| =
√

d − 1. (8)

混合态的布洛赫矢量长度则小于
√

d − 1. 与量子比
特系统不同,量子底特态有对应的布洛赫矢量,但不
是每个不大于

√
d − 1的(d2 − 1)维矢量都对应于一个

量子底特的.
对于双量子底特系统,我们有

ρ =
1
d2

d2−1∑
i, j=0

Ri jσi ⊗ σ j, (9)

其中, σ0 = Id, Ri j = Tr(ρσi ⊗ σ j)是实系数,这是因为
密度矩阵ρ和海森堡-外尔矩阵σi都是厄米的. 同样
我们可以将特性函数矩阵R写成式(5)的形式,其中
矢量a, b是d2 − 1维的, 矩阵T是(d2 − 1) × (d2 − 1)矩
阵. 与双量子比特系统类似, 经过局域滤波变换和
局域旋转变换, 保持量子态纠缠与否的性质不变
的情况下, 特性函数矩阵R可以变换为d2 − 1维矢
量c和(d2 − 1) × (d2 − 1)对角矩阵Q,即:

R→ R′ =

 1 0
cT Q

 . (10)

量子态是否纠缠由变换以后的2(d2 − 1)个参数确定.
若两体系统的两个子系统希尔伯特空间维数不同,
分别为d1 和d2,不妨设d1 < d2,经过两类局域变换以
后, d2

1×d2
2的特性函数矩阵在保持可分离性不变的意

义上映射为与式(10)类似的形式,可以用2(d2
1 − 1)个

参数表示.
我们使用可逆保迹的局域滤波变换和局域旋转

变换,这可以保持纠缠与否的特性不变.局域滤波变
换是可逆的, 因为Id ⊗ 1√

ρBd
存在才有我们规定的局

域滤波变换,也就是ρB是满秩的,而逆变换Id⊗
√
ρBd

总是存在的. 旋转变换具有可逆性. 使用这两个变
换以后,假如纠缠态变为可分离态,那么其逆变换将
会把可分离态变为纠缠态, 这是不可能的, 因为纠
缠不会通过局域变换产生. 因此可逆局域变换保持
纠缠性不变.在计算中我们需要检验约化矩阵的满
秩性.
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3 基于特性函数的可分离性准则

本节我们将从纠缠见证者理论推出基于特性

函数的可分离性准则. 设有厄米算符W, 对所有的
可分离量子态ρs 有Tr(ρsW) > 0,且存在至少一个量
子态ρ使得Tr(ρW) < 0, 则厄米算符W 称为纠缠见
证者, 它至少见证了量子态ρ的纠缠. 纠缠见证者
理论的依据是巴拿赫分离公理, 假如我们有一个
凸集, 在这凸集之外, 我们总可以找到一个超平面,
使得凸集在超平面的一侧, 另一侧不出现凸集中
的点. 现在可分离量子态的集合已知是凸集, 凸集
之外的是纠缠态集合,纠缠见证者起到超平面的作
用, 在它的一侧(可分离态凸集所在的一侧, 比如左
侧)有Tr(ρW) > 0,当然我们有Tr(ρsW) > 0;在它的另
一侧(右侧)有Tr(ρW) < 0. 因此右侧的量子态都是纠
缠态,就被W所见证. 我们可以使超平面与凸集相切
以探测到更多的纠缠态,这样的见证者称为最优见
证者. 我们还可以让超平面弯曲但保持凸集在它的
左侧,这样的见证者称为非线性见证者. 超平面(或
超曲面)的左侧一般除了凸集之外还有非凸集元素.
换言之,纠缠见证者只探测到一部分纠缠态,另一部
分没被探测到, 需要其他的纠缠见证者去探测. 这
就是可分离性准则是可分离性必要条件的原因,因
此存在多种可分离性准则.

对双量子底特系统(两个子系统的希尔伯特空
间维数不相等的情况可参照处理),设有厄米算符M,
我们记:

B(M) = sup
ρs

Tr(ρsM), (11)

其中, ρs是可分离态. 因此对任意的可分离态ρs 我们

有B(M) − Tr(ρsM) > 0. 纠缠见证者算符可以设为

W = B(M)I − M, (12)

其中, I是d2 × d2恒等算符, 故Tr(ρsW) = B(M) −
Tr(ρsM) > 0对所有的可分离态ρs 成立.

将算符M按海森堡-外尔矩阵基展开, 我们
有M =

∑d2−1
i, j=0 Mi jσi ⊗ σ j,其中系数Mi j =

1
d2 Tr(Mσi ⊗

σ j). 对于待检测的量子态ρ, 相应的特性函数
矩阵为R, 我们有可分离性必要条件Tr(ρW) =

B(M) − Tr(ρM) = B(M) −∑d2−1
i, j=0 Mi jRi j > 0,即:

d2−1∑
i, j=0

Mi jRi j 6 B(M), (13)

违反此式意味着纠缠, 推导过程用了式(6). 注意到
厄米算符M的选取除了维数之外没有限制,任意选
取的厄米算符M都能构造出见证者.

在保持纠缠性不变的条件下, 特性函数矩阵
经过两类局域变换已经变成如式(10)右边的形式.
变换以后的特性函数矩阵R′, 可能的非零元素
有R′00 = 1,R′i0 = ci,R′ii = Qii(i = 1, ..., d2 − 1), 其
余的都是零. 我们选取Mi j方法是对所有R′i j = 0其
对应的Mi j = 0, 这可能会错过一些好的见证者,
但我们的目的是找到简单实用的可分离性准则,
同时不失一般性令M00 为零. 因此我们有未定系
数Mi0,Mii(i = 1, ..., d2 − 1)共计2(d2 − 1)个.

由于可分离态的集合是凸集, B(M)的计算可以
简化为对所有纯态可分离态进行,纯态可分离态是
两个子系统纯态的直积|ψ⟩ = |ψA⟩|ψB⟩,因此有

B(M) = sup
|ψA⟩,|ψB⟩

⟨ψA|⟨ψB|M|ψA⟩|ψB⟩. (14)

将子系统的纯态用其布洛赫矢量表示, 我们
有|ψA⟩⟨ψA| = 1

d (Id + x · σ), |ψB⟩⟨ψB| = 1
d (Id + y · σ).

其中, x, y是长度为
√

d − 1的d2 − 1维布洛赫矢量. 应
用式(6)我们得到

B(M) = sup
x,y

( d2−1∑
i=0

Mi0xi +

d2−1∑
i, j=0

xiMi jyi

)
, (15)

式(15)右边可以看作是对两个矢量内积求极值, 其
中一个矢量是x,当另一个矢量z(zi = Mi0 + Miiyi)与
其平行时内积最大.故:

B(M) =
√

d − 1 sup
y

√∑
i

(Mi0 + Miiyi)2. (16)

假定Q矩阵的秩为k(即T̃和T矩阵的秩均为k, 可以
认为局域滤波和局域旋转变换是满秩的), Qii(i =
1, ..., d2 − 1)中有k个不为零, 我们可以变换海森堡-
外尔矩阵基的顺序, 使得k个非零的排在前面, 等
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于零的排在后面, 即Qii , 0(i = 1, ..., k); Qii = 0(i =
k + 1, ..., d2 − 1). 则我们选取

Mii = sign(Qii), i = 1, ..., k, (17)

Mii = 0, i = k + 1, ..., d2 − 1, (18)

Mi0 = 0, i = 1, ..., k. (19)

因此我们得到

B(M) =
√

d − 1 sup
y

√√√
k∑

i=0

y2
i +

d2−1∑
i=k+1

M2
i0. (20)

很明显

B(M) = (d − 1)

√√√
1 +

1
d − 1

d2−1∑
i=k+1

M2
i0. (21)

只要令yi = 0(i = k + 1, ..., d2 − 1)即可达到.
用R′替代式(13)中的R,可分离性准则简化为

k∑
i=1

|Qii| +
d2−1∑
i=k+1

Mi0ci 6 B(M). (22)

为确定系数Mi0(i = k + 1, ..., d2 − 1),令

p =
B(M)

q +
∑d2−1

i=k+1 Mi0ci

, (23)

其中, q =
∑k

i=1 |Qii|. 当Mi0 =
d−1

q ci时, p达到最小值,
不等式(22)达到最优,能检测到最多的纠缠态. 我们
因此有可分离性准则 k∑

i=1

|Qii|
2 + (d − 1)

d2−1∑
i=k+1

c2
i 6 (d − 1)2. (24)

4 应用于3 × 3量子系统

双qutrit系统(3 × 3系统)存在PPT纠缠态, 因而
得到了广泛的研究 [22–25]. 已经按照PPT纠缠态ρ及
其部分转置算符ρPT(此时为非负)的秩进行了分类,
(m, n)类表示PPT纠缠态ρ的秩为m而ρPT的秩为n. 研
究表明 [25],存在(4, 4), (5, 5), (6, 5), (6, 6), (7, 5), (7, 6),
(8, 5), (8, 6)等类别的PPT纠缠态. 其中(4, 4)类的代表
是金字塔态(Pyramid)和瓦片态(Tiles). 这两个态的

表达式见文献[22],可以用不可扩展乘积基(UPB)构
造出来. 对这两个态的计算表明, 其在局域变换以
后得到的Q矩阵的秩为k = 5,容易检验这两个态都
违反式(24),因此是纠缠态,但这个结论用重排准则
等其他准则也能得到.

为比较本文提出的可分离性准则(式(24))与重
排准则以及改进的相关矩阵准则(MCM) [12]在检测

纠缠方面的性能,我们考虑态的白噪声耐受性,也就
是将态与白噪声混合后得到的态恰好可分离所能

加的最大白噪声比例ptol,或者我们考虑PPT纠缠态
在混合态中的最小比例pe = 1 − ptol. 设PPT纠缠态
为ρe,混入白噪声以后的态为

ρ = pρe +
1 − p

9
I9. (25)

其中I9是9 × 9恒等矩阵, 1
9 I9 为白噪声态. ρ是纠缠态

与白噪声(可分离态)的混合, 因此客观上总存在一
个混合比例pe,当p > pe时, ρ是纠缠态,当p 6 pe时,
ρ是可分离的. 重排准则存在一个混合比例pCCNR,
当p > pCCNR时用重排准则能够检测到ρ是纠缠态,
p 6 pCCNR 则不行. 类似地,特性函数准则存在一个
混合比例pChar, 当p > pChar 时用特性函数准则能够

检测到ρ 是纠缠态, p 6 pCCNR 则不行. 显然pCCNR

和pChar 都不小于pe. 若pCCNR < pChar,则我们说重排
准则的性能优于特性函数准则,反之则特性函数准
则性能更优. 我们用pMCM表示改进的相关矩阵准

则相应的混合比例. 在表 1中我们对(4, 4)类的金字
塔态和瓦片态及(5,5)和(6,6)类列出了3种准则的临
界值pChar, pCCNR 和pMCM. 可以看出对3个态特性函
数准则比重排准则性能更优,而特性函数准则与改
进相关矩阵准则相比则互见优劣. 我们这里使用的

表表表 1 特性函数准则和重排准则等的性能对比

Table 1 Comparison of entanglement detection properties of charac-
teristic criterion, realignment criterion and improved correlation matrix
criterion

PPTES k pChar pCCNR pMCM

Pyramid 5 0.8676 0.8785 0.8722

Tiles 5 0.8825 0.8897 0.8824

(5,5) 6 0.9610 0.9816 0.9669

(6,6) 7 0.9906 0.9828 0.9864
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(5,5)类和(6,6)类是最早构造的例子 [26], 实际
上(5,5)类有许多种 [27].

3 × 3 PPT纠缠态中的(7,6)类, (7,5)类, (6,5)类是
被一起构造出来的,其密度矩阵具有如下形式:

ρe = N



1 . . . 1 . . . 1

. s . a . . . . .

. . s−1 . . . b . .

. a . s−1 . . . . .

1 . . . 1 . . . 1

. . . . . s . c .

. . b . . . s . .

. . . . . c . s−1 .

1 . . . 1 . . . 1



, (26)

其中, 点表示矩阵元为零, 归一化常数N =
1

3(1+s+s−1) , 对(7,6), (7,5), (6,5) 类 的 代 表, 分 别

选(a, b, c) = (0, 0, 0),
(
0, 1√

2
, 1√

2

)
, (0, 0, 1). 计算结果

显示,这3种PPT纠缠态的白噪声耐受性用特性函数
准则计算是相同的, 在图 1中的点对3种态重合; 同
时也等同于用重排准则计算的结果.

直接对混合态ρ = pρe +
1−p

9 I9 应用重排准则

式(3)可知,当

p > pCCNR =
1

9N +
√

1 − 9N
(27)

时,白噪声与式(26)所表示的(7,6), (7,5), (6,5)类态混
合以后是纠缠的.

考虑特性函数准则, 当(a, b, c) = (0, 0, 0)时, 我
们有混合态ρ = pρe +

1−p
9 I9 的特性函数矩阵

R =



1 . . . . . . . .

. . A . . . . . .

. A . . . . . . .

. . . B . . C . .

. . . . . A . . .

. . . . A . . . .

. . . −C . . B . .

. . . . . . . . A

. . . . . . . A .



, (28)
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图图图 1 (网络版彩图) 3 × 3 PPT 纠缠态中的(7,6)类, (7,5)类,
(6,5)类的纠缠性质: 三类态具有同样的加白噪声性能,而且
特性函数准则与重排准则给出同样的结果.图中纵坐标p表
示PPT纠缠态与白噪声态混合后恰好被特性函数准则或重
排准则检测为可分离时, PPT纠缠态的占比. 横坐标是态的
参数s ∈ (0, 1). 实线代表重排准则,点代表特性函数准则
Figure 1 (Color online) Entanglement properties of classes (7,6), (7,5),
(6,5) of 3 × 3 PPT entangled states. All the three classes have the same
noise tolerance performance. The criteria of characteristic function and
realignment coincide with each other for the separability of these states.
In the figure, the ordinate p represents the fraction of PPT entangled state
in the mixture which is detected to be just separable by the two criteria.
The abscissa is the state parameter s ∈ (0, 1). Solid line is for realignment
criterion, the points are for characteristic criterion.

其中,

A = 3N p,

B =
1
2

(9N − 1)p,

C =

√
3

2

√
1 − 6N − 27N2 p.

特性函数可分离准则式(24)为

2
√

B2 +C2 + 6A2 6 2. (29)

由此我们得到纠缠条件

p > pChar =
1

9N +
√

1 − 9N
. (30)

对(a, b, c) = (0, 0, 0)时的PPT纠缠态式(26), 我们
有pChar = pCCNR, 即该量子态的用重排准则和特
性函数准则得到的白噪声耐受性严格相等.
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Horodecki 3 × 3 PPT纠缠态的密度矩阵是

ρe = K



s . . . s . . . s

. s . . . . . . .

. . s . . . . . .

. . . s . . . . .

s . . . s . . . s

. . . . . s . . .

. . . . . .
1
2

(1 + s) .
1
2

√
1 − s2

. . . . . . . s .

s . . . s .
1
2

√
1 − s2 .

1
2

(1 + s)



, (31)

其中,参数s ∈ (0, 1),归一化常数K = 1
8s+1 . 计算结果

如图 2所示,当s ∈ (0, 0.1189)时,重排准则优于特性
函数准则,而在大得多的参数范围s ∈ (0.1189, 1),特
性函数准则优于重排准则.

5 结论

我们提出了一种新的两体量子系统可分离性准

则, 该准则用量子态的特性函数表述. 利用局域滤
波变换和局域旋转变换可以使特性函数大为简化,
从而得到简洁的分离性准则.对主要的3 × 3 PPT纠
缠态计算和分析表明: 我们提出的特性函数准则对
大部分态的纠缠检测性能优于重排准则,与改进的
相关矩阵准则相比互有长处. 我们提供的是一种新
的简洁且容易计算的PPT纠缠态的检测准则, 特性
函数准则的计算只涉及一次矩阵变换和一次带符号

的奇异值分解, 与半定规划方法计算纠缠见证者相

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.982

0.988

0.994
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p
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p
CCNR

图图图 2 (网络版彩图) Horodecki 3 × 3 PPT纠缠态的纠缠性质:
图中纵坐标p表示PPT纠缠态与白噪声态混合后恰好被特性
函数准则或重排准则检测为可分离时, PPT 纠缠态的占比.
横坐标是态的参数s ∈ (0, 1). 实线代表重排准则,点代表特性
函数准则

Figure 2 (Color online) Entanglement properties of Horodecki 3 × 3
PPT entangled states. In the figure, the ordinate p represents the fraction
of PPT entangled state in the mixture which is detected to be just sepa-
rable by the two criteria. The abscissa is the state parameter s ∈ (0, 1).
Solid line is for realignment criterion, the points are for characteristic
criterion.

比, 计算量大为降低. 不过特性函数准则仍然是可
分离性的必要条件. 如果特性函数矩阵是满秩的,
则双量子底特系统特性函数准则简化为其奇异值

之和(包括R00 = 1)与维数d的比较,特性函数准则这
时变成相关矩阵准则 [10]. 我们的例子计算表明,特
性函数准则对非满秩特性函数矩阵情况更有效. 另
一方面, 特性函数准则在(7,6), (7,5), (6,5)类的例子
计算中显示出与重排准则等价. 两个准则是否在更
大的范围内等价以及在什么条件下等价有待继续

研究.
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Quantum separable criterion based on characteristic
function
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Entanglement is the most important feature of quantum information science and it is closely related to the foundation of
quantum mechanics. To determine a given bipartite quantum state to be entangled or not is by no means easy. We propose
a separable criterion for bipartite quantum states based on their characteristic function or characteristic matrix. We use
local filtering transform and local rotation transform to simplify the characteristic matrix, while keeping the positivity
and entanglement property of the quantum state invariant. The development of Heisenberg-Weyl matrix basis makes the
transforms possible. The local transforms greatly reduce the number of none-zero elements of characteristic matrix. The
new criterion of separability then is constructed on the none-zero elements. We compare the entanglement detecting
properties of our criterion with realignment criterion and modified correlation matrix criterion on 3 × 3 bound entangled
states. It is shown that our criterion is better than realignment criterion for most of the states.
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